【2013年中考攻略】专题3：一元二次方程根的判别式应用探讨
一元二次方程，就是只有一个未知数且未知[image: image212.png]


数最高次数为2的整式方程，其一般形式为ax2+bx+c=0（a≠0）。在系数a≠0的情况下，Δ=b2－4ac>0时，方程有2个不相等的实数根；Δ=b2－4ac =0时，方程有两个相等的实数根；Δ=b2－4ac <0时，方程无实数根。反之，若方程有2个不相等的实数根，则Δ=b2－4ac>0；若方程有两个相等的实数根，则Δ=b2－4ac =0；若无实数根，则Δ=b2－4ac <0。

因此，Δ=b2－4ac称为一元二次方程根的判别式。
    根的判别式b2-4ac的使用条件，是在一元二次方程中[image: image2.png]22 BL(ZX XK. COMRALTT 7




，而非别的方程中，因此，解题过程中要注意隐含条件a≠0。使用判别式之前一定要先把方程变化为一般形式，以便正确找出a、b、c的值。
一元二次方程根的判别式在初中数学中有着广泛的应用，也是中考必考内容，并占有一定的份量。锦元数学工作室将其应用归纳为直接应用和综合应用两方面，直接应用包括①不解一元二次方程，判断（证明）根的情况、②根据方程根的情况，确定待定系数的取值范围、③限制一元二次方程的根与系数关系的应用；综合应用包括④判断二次三项式是完全平方式时的待定系数、⑤判断双曲线与直线的公共点个数、⑥判断抛物线与直线（含x轴）的公共点个数。下面通过近年全国各地中考的实例探讨其应用。
一.不解一元二次方程，判断（证明）根的情况：
典型例题：
例1：（2012广西河池3分）一元二次方程
[image: image3.wmf]2
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的根的情况是【    】

A．有两个相等的实数根        B．有两个不相等的实数根 [image: image4.png]ok [ SR (ZXXK.COM)





C．只有一个实数根            D．无实数根

【答案】D。

【考点】一元二次方程根的判别式。
【分析】∵
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无实数根。故选D。
例2：（2011江苏苏州3分）下列四个结论中，正确的是【    】
         A．方程
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         B．方程
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C．方程
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D．方程
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（其中a为常数，且
[image: image12.wmf]a2
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）有两个不相等的实数根

【答案】D。
【考点】一元二次方程根的判别式。

【分析】把所给方程整理为一元二次方程的一般形式，根据根的判别式判断解的个数即可： 

A、整理得：
[image: image13.wmf]2

x+2x+1=0

，△＝0，∴原方程有2个相等的实数根，[image: image14.png]22 BL(ZX XK. COMRALTT 7




选项错误；

B、整理得：
[image: image15.wmf]2
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，△＜0，∴原方程没有实数根，选项错误；

C、整理得：
[image: image16.wmf]2

x2x+1=0
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，△＝0，∴原方程有2个相等的实数根，选项错误；

D、整理得：
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，当
[image: image18.wmf]a2
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时， 
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，∴原方程有2个不相等的实数根，选项正确
故选D。

练习题：
1（2012广东珠海6分）已知关于x的一元二次方程x2+2x+m=0．

（1）当m=3时，判断方程的根的情况；

（2）当m=﹣3时，求方程的根。
2. （2011福建福州4分）一元二次方程
[image: image20.wmf]x

（
[image: image21.wmf]x

﹣2）=0根的情况是 【    】


A、有两个不相等的实数根

B、有两个相等的实数根


C、只有一个实数根

    D、没有实数根

3. （2011福建福州4分）一元二次方程
[image: image22.wmf]x

（
[image: image23.wmf]x

﹣2）=0根的情况是 【    】


A、有两个不相等的实数根

B、有两个相等的实数根


C、只有一个实数根

    D、没有实数根

4. （2011内蒙古包头3分）一元二次方程x2+x+ 1 ,4)
=0的根的情况是【    】 


A、有两个不等的实数根
B、有两个相等的实数根
C、无实数根

D、无法确定

　二. 根据方程根的情况，确定待定系数的取值范围：
典型例题：
例1：（2012湖北襄阳3分）如果关于x的一元二次方程
[image: image25.wmf]2
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有两个不相等的实数根，那么k的取值范围是【    】

A．k＜
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【答案】D。
【考点】一元二次方程定义和根的判别式，二次根式有意义的条件。
[image: image32.png]22 BL(ZX XK. COMRALTT 7




【分析】由题意，根据一元二次方程二次项系数不为0定义知： k≠0；根据二次根式被开方数非负数的条件得：2k+1≥0；根据方程有两个不相等的实数根，得△=2k+1﹣4k＞0。三者联立，解得﹣
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故选D。　
例3：（2012湖南常德3分）若一元二次方程
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有实数解，则m的取值范围是【    】
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【答案】B。

【考点】一元二次方程根的判别式。

【分析】由一元二次方程有实数根，得到根的判别式大于等于0，列出关于m的不等式，求出不等式的解集即可得到m的取值范围：

 ∵一元二次方程
[image: image40.wmf]2
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有实数解，

∴△=b2－4ac=22－4m≥0，解得：m≤1。

∴m的取值范围是m≤1。故选B。

例4：（2012江西南昌3分）已知关于x的一元二次方程x2+2x﹣a=0有两个相等的实数根，则a的值是【    】

　
A．
1
B．
﹣1
C．
[image: image41.png]



D．
﹣[image: image42.png]



【答案】B。

【考点】一元二次方程根的判别式。
【分析】∵关于x的一元二次方程x2+2x﹣a=0有两个相等的实数根，∴△=22+4a=0，解得a=﹣1。故选B。
例5：（2012上海市4分）如果关于x的一元二次方程x2﹣6x+c=0（c是常数）没有实根，那么c的取值范围是    ▲    。
【答案】c＞9。
【考点】一元二次方程根的判别式。
【分析】∵关于x的一元二次方程x2﹣6x+c=0（c是常数）没有实根，

∴△=（﹣6）2﹣4c＜0，即36﹣4c＜0，c＞9。

例6：（2012湖北孝感12分）已知关于x的一元二次方程x2＋(m＋3)x＋m＋1＝0．

(1)求证：无论m取何值，原方程总有两个不相等的实数根；

(2)若x1、x2是原方程的两根，且|x1－x2|＝2
[image: image43.wmf]2

，求m的值和此时方程的两根。
【答案】解：（1）证明：由关于x的一元二次方程x2＋(m＋3)x＋m＋1＝0得

△=（m+3）2－4（m+1）=（m+1）2+4，

∵无论m取何值，（m+1）2＋4恒大于0，

∴原方程总有两个不相等的实数根。

（2）∵x1，x2是原方程的两根，∴x1+x2=－（m+3），x1•x2=m+1。

∵|x1－x2|＝2
[image: image44.wmf]2

， ∴（x1－x2）2=8，即（x1＋x2）2－4x1x2=8。

∴[－（m+3）]2－4（m+1）=8，即m2＋2m－3=0。

解得：m1=－3，m2=1。

当m=－3时，原方程化为：x2－2=0，解得：x1=
[image: image45.wmf]2

 ，x2=－
[image: image46.wmf]2

。
 当m=1时，原方程化为：x2＋4x＋2=0，解得：x1=－2+
[image: image47.wmf]2

 ，x2=－2－
[image: image48.wmf]2

。
【考点】一元二次方程根的判别式和根与系数的关系。
【分析】（1）根据关于x的一元二次方程x2＋(m＋3)x＋m＋1＝0的根的判别式△=b2－4ac的符号来判定该方程的根的情况。
（2）根据根与系[image: image49.png]22 BL(ZX XK. COMRALTT 7




数的关系求得x1＋x2和x1•x2，由已知条件|x1－x2|＝2
[image: image50.wmf]2

平方后可以得到关于x1＋x2和x1•x2的等式，从而列出关于m的方程，通过解该方程即可求得m的值，最后将m值代入原方程并解方程。

例7：（2011山东潍坊3分）关于
[image: image51.wmf]x

的方程
[image: image52.wmf]2
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的根的情况描述正确的是【    】.

A．
[image: image53.wmf]k

为任何实数，方程都没有实数根

B．
[image: image54.wmf]k

为任何实数，方程都有两个不相等的实数根

C．
[image: image55.wmf]k

为任何实数，方程都有两个相等的实数根

D．根据
[image: image56.wmf]k

的取值不同，方程根的情况分为没有实数根、有两个不相等的实数根和有两个相等的实
数根三种

【答案】B。

【考点】一元二次方程根的判别式。
【分析】求出一元二次方程根的判别式的值，然后据此判别，从而得出答案：

∵一元二次方程根的判别式为△=（2k）2－4×（k－1）=4k2－4k+4=（2k﹣1）2+3＞0，
∴不论k为任何实数，方程都有两个不相等的实数根。故选B。

例8：（2012四川成都4分）有七张正面分别标有数字－3，－2，－1，0，l，2，3的卡片，它们除数字不同外其余全部相同．现将它们背面朝上，洗匀后从中随机抽取一张，记卡片上的数字为a，则使关于x的一元二次方程
[image: image57.wmf](
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有两个不相等的实数根，且以x为自变量的二次函数
[image: image58.wmf](
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的图象不经过点（1，0）的概率是    ▲    。
【答案】
[image: image59.wmf]3

7

。
【考点】二次函数图象上点的坐标特征，一元二次方程根的判别式，解一元二次方程和一元一次不等式，概率公式。
【分析】∵
[image: image60.wmf](
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有两个不相等的实数根，∴△＞0。

∴[﹣2（a﹣1）]2﹣4a（a﹣3）＞0，∴a＞﹣1。

将（1，0）代入
[image: image61.wmf](
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得，a2+a﹣2=0，解得a1=1，a2=﹣2。

可见，符合要求的点为0，2，3。

∴P（符合要求）=
[image: image62.wmf]3
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练习题：
1（2012四川广安3分）已知关于x的一元二次方程（a﹣l）x2﹣2x+l=0有两个不相等的实数根，则a的取值范围是【    】

A．a＞2      B．a＜2       C．a＜2且a≠l      D．a＜﹣2

2. （2012山东日照4分）已知关于x的一元二次方程(k－2)2x2＋(2k＋1)x＋1=0有两个不相等的实数根，则k的取值范围是【    】

(A) k>
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3. （2012四川泸州2分）若关于x的一元二次方[image: image67.png]ok [ 22 EL(ZXXK.COM)




程x2 －4x + 2k = 0有两个实数根，则k的取值范围是【    】

A、k≥2
B、k≤2
C、k＞-2
D、k＜-2
4. （2012山东东营3分）方程
[image: image68.wmf](

)
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k1x1kx+=0

4

---

有两个实数根，则k的取值范围是【    】．

A． k≥1    
B． k≤1       C． k>1      
 D． k<1
5. （2012北京市4分）若关于
[image: image69.wmf]x

的方程
[image: image70.wmf]2

x2xm=0
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有两个相等的实数根，则
[image: image71.wmf]m

的值是    ▲   。
6. （2012四川资阳3分）关于x的一元二次方程
[image: image72.wmf]2

kxx+1=0

-

有两个不相等的实数根，则k的取值范围是     ▲     。
7. （2012湖北鄂州8分）关于x的一元二次方程
[image: image73.wmf]22
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。
（1）证明：方程总有两个不相等的实数根；

（2）设这个方程的两个实数根为x1，x2，且｜x1｜=｜x[image: image74.png]ok [ SR (ZXXK.COM)




2｜－2，求m的值及方程的根。

8. （2011湖南郴州6分）当t取什么值时，关于
[image: image75.wmf]x

的一元二次方程2
[image: image76.wmf]x

2+t
[image: image77.wmf]x

+2=0有两个相等的实数根？
9. （2009黑龙江佳木斯3分）若关于x的一元二次方程nx2－2x－1=0无实数根，则一次函数y=（n+1）x－n的图象不经过【    】

A．第一象限      B．第二象限      C．第三象限      D．第四象限
三. 限制一元二次方程根与系数关系的应用：
典型例题：
例1：（2011四川泸州2分）已知关于x的方程x2+（2k+1）x+k2﹣2=0的两实根的平方和等于11，则k的值为　 ▲ 　。
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例2：（2012湖南娄底10分）已知二次函数y=x2﹣（m2﹣2）x﹣2m的图象与x轴交于点A（x1，0）和点B（x2，0），x1＜x2，与y轴交于点C，且满足
[image: image79.wmf]12
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（1）求这个二次函数的解析[image: image80.png]2R (ZXXK.COM) R BT




式；

（2）探究：在直线y=x+3上是否存在一点P，使四边形PACB为平行四边形？如果有，求出点P的坐标；如果没有，请说明理由。
[image: image81.png]



【答案】解：（1）∵二次函数y=x2﹣（m2﹣2）x﹣2m的图象与x轴交于点A（x1，0）和点B（x2，0），x1＜x2，

∴令y=0，即x2﹣（m2﹣2）x﹣2m=0 ①，则有：x1+x2=m2﹣2，x1x2=﹣2m。

∴
[image: image82.wmf]2
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，化简得到：m2+m﹣2=0，解得m1=﹣2，m2=1。

当m=﹣2时，方程①为：x2﹣2x+4=0，其判别式△=b2﹣4ac=﹣12＜0，此时抛物线与x轴没有交点，不符合题意，舍去；

当m=1时，方程①为：x2+x﹣2=0，其判别式△=b2﹣4ac=9＞0，此时抛物线与x轴有两个不同的交点，符合题意。

∴m=1。∴抛物线的解析式为y=x2+x﹣2。

（2）存在。理由如下：

假设在直线y=x+3上是否存在一点P，使四边形PACB为平行四边形。

如图所示，连接PA．PB．AC．BC，过点P作PD⊥x轴于D点。

∵抛物线y=x2+x﹣2与x轴交于A．B两点，与y轴交于C点，

[image: image1.png]22 BL(ZX XK. COMRALTT 7




∴A（﹣2，0），B（1，0），C（0[image: image83.png]2R (ZXXK.COM) R BT




，2）。

∴OB=1，OC=2。

∵PACB为平行四边形，∴PA∥BC，PA=BC。

∴∠PAD=∠CBO，∴∠APD=∠OCB。

在Rt△PAD与Rt△CBO中，

∵∠PAD=∠CBO ，PA=BC，∠APD=∠OCB ，

∴Rt△PAD≌Rt△CBO（AAS）。

∴PD=OC=2，即yP=2。

∵直线解析式为y=x+3，∴xP=﹣1。∴P（﹣1，2）。

∴在直线y=x+3上存在一点P，使四边形PACB为平行四边形，P点坐标为（﹣1，2）。

【考点】二次函数综合题，二次函数与x点问题，曲线图上点的坐标与方程的关系，一元二次方程根与系数的关系，平行四边形的性质，全等三角形的判定和性质。
【分析】（1）欲求抛物线的解析式，关键是求得m的值．根据题中所给关系式，利用一元二次方程根与系数的关系，可以求得m的值，从而问题得到解决。注意：解答中求得两个m的值，需要进行检验，把不符合题意的m值舍去。

（2）利用平行四边形的性质构造全等三角形，根据全等关系求得P点的纵坐标，从而得到P点的横坐标，从而求得[image: image84.png]2R (ZXXK.COM) R BT




P点坐标。
练习题：
1. （2012湖南怀化10分）已知
[image: image85.wmf]12

x,x

是一元二次方程
[image: image86.wmf]2

(a6)x2axa0
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的两个实数根。
（1）是否存在实数a，使
[image: image87.wmf]1122

xxx4x

-+=+

成立？若存在，求出a的值；若不存在，请你说明理由；

（2）求使
[image: image88.wmf]12

(x1)(x1)

++

为负整数的实数a的整数值。
2. （2007湖北襄阳7分）已知关于x的方程x2－2（m－2）x＋m2=0．问是否存在实数m，使方程的两个实数根的平方和等于56，若存在，求出m的值；若不存在，请说明理由。
四. 判断二次三项式是完全平方式时的待定系数：
典型例题：
例1：（2012江苏南通3分）已知x2＋16x＋k是完全平方式，则常数k等于【    】

A．64          B．48          C．32  [image: image89.png]ok [ SR (ZXXK.COM)




        D．16

【答案】A。
【考点】完全平方式。
【分析】∵x2＋16x＋k是完全平方式，

∴对应的一元二次方程x2＋16x＋k=0根的判别式△=0。

∴△=162－4×1×k=0，解得k=64。故选A。

例2：（2012贵州黔东南4分）二次三项式x2﹣kx+9是一个完全平方式，则k的值是　  ▲  　。
【答案】±6。
【考点】完全平方式。
【分析】∵x2﹣kx+9是完全平方式，

∴对应的一元二次方程x2﹣kx+9=0根的判别式△=0。

∴△=k2－4×1×9=0，解得k=±6。
例3：（2012湖北荆州3分）已知：多项式x2﹣kx+1是一个完全平方式，则反比例函数
[image: image90.wmf]k1

y=

x

-

的解析式为　 ▲ 　。
【答案】
[image: image91.wmf]1

y=

x

或
[image: image92.wmf]3

y=

x

-

。
【考点】完全平方式，待定系数法求反比例函数解析式。
【分析】∵多项式x2﹣kx+1[image: image93.png]22 BL(ZX XK. COMRALTT 7




是一个完全平方式，
 ∴对应的一元二次方程x2﹣kx+1=0根的判别式△=0。

∴△=k2－4×1×1=0，解得k=±2。
把k=±2分别代入反比例函数
[image: image94.wmf]k1

y=

x

-

的解析式得：
[image: image95.wmf]1

y=

x

或
[image: image96.wmf]3

y=

x

-

。
练习[image: image97.png]22 BL(ZX XK. COMRALTT 7




题：
1. （2011云南玉溪3分）若
[image: image98.wmf]2

x6xk

++

是完全平方式，则
[image: image99.wmf]k

=【    】 

A．9            
B．－9
C．±9
D．±3 
2. （2010广西南宁3分）下列二次三项式是完全平方式的是【    】
A．x2－8x－16     B．x2＋8x＋16     C．x2－4x－16     D．x2＋4x＋16
五. 判断双曲线与直线的公共点个数：
典型例题：
例1：（2012江苏南京2分）若反比例函数
[image: image100.wmf]k

y

x

=

与一次函数
[image: image101.wmf]yx2

=+

的图像没有交点，则
[image: image102.wmf]k

的值可以是【    】

A. -2

B. -1

C. 1

D. 2

【答案】A。

【考点】反比例函数与一次函数的交点问题，一元二次方程的判别式。
【分析】把两函数的解析式组成方程组，再转化为求一元二次方程解答问题，求出k的取值范围，找出符合条件的k的值即可：
∵反比例函数
[image: image103.wmf]k

y

x

=

与一次函数y=x+2的图象没有交点，

∴
[image: image104.wmf]k

 

y 

x

yx2

ì

=

ï

í

ï

=+

î

①

②

无解，即
[image: image105.wmf]k

=x2

x

+

无解，整理得x2+2x-k=0，

∴△=4+4k＜0，解得k＜－1。

四个选项中只有-2＜-1，所以只有A符合条件。故选A。

例2：（2012广东河源3分）在同一坐标系中，直线y＝x＋1与双曲线y＝ EQ \F( 1 ,x)的交点个数为【   】

A．0个            B．1个            C．2个   [image: image106.png]22 BL(ZX XK. COMRALTT 7




         D．[image: image107.png]22 BL(ZX XK. COMRALTT 7




不能确定

【答案】A。

【考点】直线与双曲线的交点问题，曲线上点的坐标与方程的关系，一元二次方程根的判别式。
【分析】根据点在曲线上，点的坐标满足方程的关系，联立y＝x＋1和y＝ EQ \F( 1 ,x)得，x＋1＝ EQ \F( 1 ,x)，整理，得

x 2＋x－1＝0。

        ∵△＝1＋4=5＞[image: image108.png]22 BL(ZX XK. COMRALTT 7




0，∴x 2＋x－1＝0有两不相等的实数根。

 ∴直线y＝x＋1与双曲线y＝ EQ \F( 1 ,x)有两个交点。故选A。
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例4：（2012四川资阳8分）已知：一次函数y=3x－2的图象与某反比例函数的图象的一个公共点的横坐标为1。
（1）(3分)求该反比例函数的解析式；

（2）(3分)将一次函数y=3x－2的图象向上平移4个单位，求平移后的图象与反比例函数图象的交[image: image110.png]22 BL(ZX XK. COMRALTT 7




点坐标；

（3）(2分)请直接写出一个同时满足如下条件的函数解析式：

①函数的图象能由一次函数y=3x－2的图象绕点（0，－2）旋转一定角度得到；

②函数的图象与反比例函数的图象没有公共点。
【答案】解：（1）把x=1代入y=3x－2，得y=1。
设反比例函数的解析式为
[image: image111.wmf]k

y=

x

，把（1，1）代入得，k=1。 

∴该反比例函数的解析式为
[image: image112.wmf]1

y=

x


（2）平移后的图象对应的解析式为y=3x－2+4，即y=3x＋2，

     联立y=3x＋2和
[image: image113.wmf]1

y=

x

，得，

     
[image: image114.wmf]y3x+2

1

y=

x

=

ì

ï

í

ï

î

，解得
[image: image115.wmf]1

x=

3

y=3

ì

ï

í

ï

î

或
[image: image116.wmf]x=1

y=1

-

ì

í

-

î

。

∴平移后的图象与反比例函数图象的交点坐标为(
[image: image117.wmf]1

3

,3)和(－1, －1) 。
（3）y=－2x－2（答案不唯一）。

【考点】反比例函数与一次函数的交点问题，待定系数法，曲线上点的坐标与方程的关系，一次函数图象与平移、旋转变换。
【分析】（1）先求出两函数的交点坐标，利用待定系数法即可求得反比例函数的解析式。

（2）平移后的图象对应的解析式为y=3x+2，联立两函数解析式，从而求得交点坐标。

（3）∵函数的图象由一次函数y=3x－2的图象绕点（0，－2）旋转一定角度得到，

∴可设所求函数解析式为y=mx－2，则由


[image: image118.wmf]ymx2

1

y=

x

=

ì

ï

í

ï

î

－

得
[image: image119.wmf]2

mx2x1=0

－

－

。

∵函数的图象与反比例函数的图象没有公共点，

∴△=4－4·m（－1）＜0，解得m＜－1。
∴只要常数项为－2，一次项系数小于－1的一次函数均可。

例5：（2011湖北宜昌3分）如图，直线
[image: image120.wmf]y

=
[image: image121.wmf]x

+2与双曲线
[image: image122.wmf]y

=[image: image124.wmf]m3

x

-



在第二象限有两个交点，那么m的取值范围在数轴上表示为【    】 
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【答案】B。
【考点】反比例函数与一次函数的交点问题，在数轴上表示不等式的解集。
【分析】因为直线
[image: image126.wmf]y

=
[image: image127.wmf]x

+2与双曲线
[image: image128.wmf]y

=[image: image130.wmf]m3

x

-



在第二象限有两个交点，联立两方程求出m的取值范围即可，然后在数轴上表示出m的取值范围：

由
[image: image131.wmf]x

+2=
[image: image132.wmf]m3

x

-

得
[image: image133.wmf]x

2+2
[image: image134.wmf]x

+3﹣m=0，

∵
[image: image135.wmf]y

=
[image: image136.wmf]x

+2与
[image: image137.wmf]y

=
[image: image139.wmf]m3

x

-



有两个交点，∴方程2+2
[image: image141.wmf]x

+3﹣m=0有两不相等的实数根。
即△=4﹣4×（3﹣m）＞0，解得m＞2。
又∵双曲线在二、四象限，∴m﹣3＜0。∴m＜3。
∴m的取值范围为：2＜m＜3。
故在数轴上表示为B。故选B。
练习题：
1.（2011湖北黄石3分）若一次函数
[image: image142.wmf]ykx1

=+

的图像与反比例函数
[image: image143.wmf]1

y

x

=

的图像没有公共点，则实数
[image: image144.wmf]k

的
取值范围是    ▲    。
2. （2012陕西省3分）在同一平面直角坐标系中，若一个反比例函数的图象与一次函数
[image: image145.wmf]y=2x+6

-

的图象无公共点，则这个反比例函数的表达式是    ▲    （只写出符合条件的一个即可）。
3. （2006湖北黄石8分8）已知一次函数y=kx+b（k＞0，b＞0）与反比例函数
[image: image146.wmf]k

y

x

=-

的图象有唯一的公共点。
（1）求出b关于k的表达式及b为最小正整数时的两个函数的解析式；
（2）证明：k取任何正实数时，直线y=kx+b总经过一个定点，并求出定点的坐标。
4. （2012四川绵阳3分）在同一直角坐标系中，正比例函数y=2x的图象与反比例函数
[image: image147.wmf]4-2k

y=

x

的图象没有交点，则实数k的取值范围在数轴上表示为【    】。
[image: image148.png]



六. 判断抛物线与直线（含x轴）的公共点个数：
典型例题：
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例2：（2012山东泰安3分）二次函数
[image: image150.wmf]2

yaxbx

=+

的图象如图，若一元二次方程
[image: image151.wmf]2

axbxm0

++=

有实数根，则
[image: image152.wmf]m

的最大值为【    】

[image: image153.png]



　　A．
[image: image154.wmf]3

-

　　B．3　　C．
[image: image155.wmf]6

-

　　D．9

【答案】B。
【考点】抛物线与
[image: image156.wmf]x

轴的交点。
【分析】∵抛物线的开口向上，顶点纵坐标为﹣3，

∴
[image: image157.wmf]a

＞0，
[image: image158.wmf]2

b

3

4a

-

=-

，即
[image: image159.wmf]2

b12a

=

。

∵一元二次方程
[image: image160.wmf]2

axbxm0

++=

有实数根，

∴△=
[image: image161.wmf]2

b4am0

-³

，即
[image: image162.wmf]12a4am0

-³

，即
[image: image163.wmf]124m0

-³

，解得
[image: image164.wmf]m3

£

。

∴
[image: image165.wmf]m

的最大值为3。故选B。
例3：（2012湖北荆州12分）已知：y关于x的函数y=（k﹣1）x2﹣2kx+k+2的图象与x轴有交点。
（1）求k的取值范围；

（2）若x1，x2是函数图象与x轴两个交点的横坐标，且满足（k﹣1）x12+2kx2+k+2=4x1x2．

①求k的值；②当k≤x≤k+2时，请结合函数图象确定y的最大值和最大值。
【答案】解：（1）当k=1时，函数为一次函数y=﹣2x+3，其图象与x轴有一个交点。

当k≠1时，函数为二次函数，其图象与x轴有一个或两个交点，

令y=0得（k﹣1）x2﹣2kx+k+2=0．

△=（﹣2k）2﹣4（k﹣1）（k+2）≥0，解得k≤2．即k≤2且k≠1。

综上所述，k的取值范围是k≤2。

（2）①∵x1≠x2，由（1）知k＜2且k≠1。

由题意得（k﹣1）x12+（k+2）=2kx1（*），

将（*）代入（k﹣1）x12+2kx2+k+2=4x1x2中得：2k（x1+x2）=4x1x2。

又∵x1+x2=
[image: image166.wmf]2k

k1

-

，x1x2=
[image: image167.wmf]k+2

k1

-

，∴2k•
[image: image168.wmf]2k

k1

-

=4•
[image: image169.wmf]k+2

k1

-

，

解得：k1=﹣1，k2=2（不合题意，舍去）。∴所求k值为﹣1。

②如图，∵k1=﹣1，y=﹣2x2+2x+1=﹣2（x﹣
[image: image170.wmf]1

2

）2+
[image: image171.wmf]3

2

，且﹣1≤x≤1，

由图象知：当x=﹣1时，y最小=﹣3；当x=
[image: image172.wmf]1

2

时，y最大=
[image: image173.wmf]3

2

。

∴y[image: image174.png]22 BL(ZX XK. COMRALTT 7




的最大值为
[image: image175.wmf]3

2

，最小值为﹣3。
[image: image176.png]



【考点】抛物线与x轴的交点，一次函数的定义，一元二次方程根的判别式和根与系数物关系，二次函数的最值。
【分析】（1）分两种情况讨论，当k=1时，可求出函数为一次函数，必与x轴有一交点；当k≠1时，函数为二次函数，若与x轴有交点，则△≥0。

（2）①根据（k﹣1）x12+2kx2+k+2=4x1x2及根与系数的关系，建立关于k的方程，求出k的值。②充分利用图象，直接得出y的最大值和最小值。

例4：（2012福建福州14分）如图①，已知抛物线y＝ax2＋bx(a≠0)经过A(3，0)、B(4，4)两点。
(1) 求抛物线的解析式；

(2) 将直线OB向下平移m个单位长度后，得到的直线与抛物线只有一个公共点D，求m的值及点D

的坐标；

(3) 如图②，若点N在抛物线上，且∠NBO＝∠A[image: image177.png]2R ZXXK.COM) AL IT AT




BO，则在(2)的条件下，求出所有满足△POD∽△NOB

的点P的坐标(点P、O、D分别与点N、O、[image: image178.png]2R ZXXK.COM) AL IT AT




B对应) 。
[image: image179.png]kY

B




【答案】解：(1) ∵抛物线y＝ax2＋bx(a≠0)经过点A(3，0)、B(4，4)．

∴ eq \b\lc\{(\a\al(9a＋3b＝0,16a＋4b＝4))，解得： eq \b\lc\{(\a\al(a＝1,b＝－3))。

∴抛物线的解析式是y＝x2－3x。

            (2) 设直线OB的解析式为y＝k1x，由点B(4，4)，

得：4＝4k1，解得k1＝1。

∴直线OB的解析式为y＝x。

∴直线OB向下平移m个单位长度后的解析式为：y＝x－m。

∵点D在抛物线y＝x2－3x上，∴可设D(x，x2－3x)。

又点D在直线y＝x－m上，∴ x2－3x ＝x－m，即x2－4x＋m＝0。

∵抛物线与直线只有一个公共点， △＝16－4m＝0，解得：m＝4。

此时x1＝x2＝2，y＝x2－3x＝－2。∴ D点坐标为(2，－2)。

            (3) ∵直线OB的解析式为y＝x，且A(3，0)，

∴点A关于直线OB的对称点A'的坐标是(0，3)。

设直线A'B的解析式为y＝k2x＋3，过点B(4，4)，

∴4k2＋3＝4，解得：k2＝ eq \f(1,4)。

∴直线A'B的解析式是y＝ eq \f(1,4)x＋3。

∵∠NBO＝∠ABO，∴点N在直线A'B上。

∴设点N(n， eq \f(1,4)n＋3)，又点N在抛物线y＝x2－3x上，

∴  eq \f(1,4)n＋3＝n2－3n，解得：n1＝－ eq \f(3,4)，n2＝4(不合题意，会去)。

[image: image211.png]


∴ 点N的坐标为(－ eq \f(3,4)， eq \f(45,16))。

如图，[image: image180.png]22 BL(ZX XK. COMRALTT 7




将△NOB沿x轴翻折，得到△N1OB1，

则N1(－ eq \f(3,4)，－ eq \f(45,16))，B1(4，－4)。

∴O、D、B1都在直线y＝－x上。

∵△P1OD∽△NOB，∴△P1OD∽△N1OB1。

∴  eq \f(OP1,ON1)＝ eq \f(OD,OB1)＝ eq \f(1,2)。∴点P1的坐标为(－ eq \f(3,8)，－ eq \f(45,32))。

将△OP1D沿直线y＝－x翻折，可得另一个满足条件的点P2( eq \f(45,32)， eq \f(3,8))。

综上所述，点P的坐标是(－ eq \f(3,8)，－ eq \f(45,32))或( eq \f(45,32)， eq \f(3,8))。

【考点】二次函数综合题，待定系数法，曲线上点的坐标与方程的关系，平移的性质，一元二次方程根的判别式，翻折对称的性质，旋转的性质，相似三角形的判定和性质。
【分析】(1) 利用待定系数法求出二次函数解析式即可。

(2) 根据已知可求出OB的解析式为y＝x，则向下平移m个单位长度后的解析式为：y＝x－m。

由于抛物线与直线只有一个公共点，意味着联立解析式后得到的一元二次方程，其根的[image: image181.png]22 BL(ZX XK. COMRALTT 7




判别式等于0，由此可求出m的值和D点坐标。

(3) 综合利用几何变换和相似关系求解：翻折变换，将△NOB沿x轴翻折。（或用旋转[image: image182.png]22 BL(ZX XK. COMRALTT 7




）求出P点坐标之后，该点关于直线y＝－x的对称点也满足题意，即满足题意的P点有两个。
练习题：
1（2011江苏南京7分）已知函数
[image: image183.wmf]

 EMBED Equation.DSMT4  \* MERGEFORMAT [image: image184.wmf]2

=mx

1

y

6x+

-

（
[image: image185.wmf]m

是常数）。
⑴求证：不论
[image: image186.wmf]m

为何值，该函数的图象都经过
[image: image187.wmf]y

轴上的一个定点；

⑵若该函数的图象与
[image: image188.wmf]x

轴只有一个交点，求
[image: image189.wmf]m

的值。
2. （2011甘肃兰州4分）如图所示的二次函数y=ax2+bx+c的图象中，刘星同学观察得出了下面四条信息：

（1）b2﹣4ac＞0；（2）c＞1；（3）2a﹣b＜0；（4）a+b+c＜0．你认为其中错误的有【    】

[image: image190.png]




A、2个

B、3个 
C、4个

D、1个

3. （2011四川雅安3分）已知二次函数y=ax2+bx+c的图象如图，其对称轴x=﹣1，给出下列结果①b2＞4ac；②abc＞0；③2a[image: image191.png]ok [ SR (ZXXK.COM)




+b=0；④a+b+c＞0[image: image192.png]ok [ SR (ZXXK.COM)




；⑤a﹣b+c＜0，则正确的结论是【    】 
[image: image193.png]




 A、①②③④
B、②④⑤    C、②③④
   D、①④⑤

4.（2011四川泸州2分）已知二次函数y=ax2+bx+c（a，b，c为常数，a≠0）的图象如图所示，有下列结论：①abc＞0，②b2﹣4ac＜0，③a﹣b+c＞0，④4a﹣2b+c＜0，其中正确结论的个数是【    】

[image: image194.png]




A、1

B、2  
C、3

D、4

5. （2008湖北武汉3分）下列命题：

     ①若a+b+c=0，则b2-4ac≥0；

     ② 若 b>a+c， 则 一 元 二 次 方 程ax2＋bx＋c=0有两个不相等的实数根；

     ③若 b=2a＋3c，则一元二次方程ax2＋bx＋c=0有两个不相等的实数根；

     ④若b2－4ac>0，则二次函数y=ax2＋bx＋c的图象与坐标轴的公共点的个数是2或3。
     其中正确的【    】
A、只有①②③

B、只有①③④  
  C、只有①④

D、只有②③④
6. （2009北京市7分）已知关于
[image: image195.wmf]x

的一元二次方程
[image: image196.wmf]2

2x4xk10

++-=

有实数根，
[image: image197.wmf]k

为正整数.

（1）求
[image: image198.wmf]k

的值；

（2）当此方程有两个非零的整数根时，将关于
[image: image199.wmf]x

的二次函数
[image: image200.wmf]2

y2x4xk1

=++-

的图象向下平移8个
单位，求平移后的图象的解析式；

（3）在（2）的条件下，将平移后的二次函数的图象在
[image: image201.wmf]x

轴下方的部分沿
[image: image202.wmf]x

轴翻折，图象的其余部分保
持不变，得到一个新的图象.请你结合这个新的图象回答：当直线
[image: image203.wmf](

)

1

yxbbk

2

=+<

与此图象有两个公共点时，
[image: image204.wmf]b

的取值范围。
[image: image205.jpg]



一元二次方程根的判别式在初中数学中的应用除了上述内容外，还有许多其它应用，由于近年中考涉及不多，本文不多详谈。例如，

 判断二次三项式能否在实数范围内因式分解。
例1：当m为何值时，关于x的二次三项式mx2－2（m＋2）x＋（m＋5）能在实数范围内因式分解。
例2：如果关于x二次三项式
[image: image206.wmf]2

x6xm

-+

在实数范围内不能分解因式，那么m的取值范围是    ▲    。
与平面几何相联系的问题。
例1[image: image207.png]22 BL(ZX XK. COMRALTT 7




：已知：关于x的方程
[image: image208.wmf](

)

2

4acx4bxac0 

+++-=

有两个相等的实数根，试判断以a，b，c为三边的三角形的形状。
例2：已知a、b、c是三角形的三条边长，且关于x的方程
[image: image209.wmf](
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(
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(
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2

cbx2baxab0

-+-+-=

有两个相等的实数根，试判断三角形的形状。
例3：已知a，b，c是△ABC的三边，
[image: image210.wmf](

)

22

x2abxcab0

-+++=

是关于x的一元二次方程，
（1）若△ABC是直角三角形，且∠C=90°，试判断方程实根的个数；
（2）若方程有两个相等的实数根，试求∠C的度数。
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