


三角恒等变形及应用
一．课标要求：

1．经历用向量的数量积推导出两角差的余弦公式的过程，进一步体会向量方法的作用；

2．能从两角差的余弦公式导出两角和与差的[image: image1.png]2R (ZXXK.COMRBL T




正弦、余弦、正切公式，二倍角的正弦、余弦、正切公式，了解它们的内[image: image2.png]2R (ZXXK.COMRBL T




在联系；

3．能运用上述公式进行简单的恒等变换（包括引导导出积化和差、和差化积、半角公式，但不要求记忆）。

二．命题走向

从近几年的高考考察的方向来看，这部分的高考题以选择、解答题出现的机会较多，有时候也以填空题的形式出现，它们经常与三角函数的性质、解三角形及向量联合考察，主要题型有三角函数求值，通过三角式的变换研究三角函数的性质。

本讲内容是高考复习的重点之一，三角函数的化简、求值及三角恒等式的证明是三角变换的基本问题。历年高考中，在考察三角公式的掌握和运用的同时，还注重考察思维的灵活性和发散性，以及观察能力、运算及观察能力、运算推理能力和综合分析能力。
三．要点精讲

1．两角和与差的三角函数
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2．二倍角公式
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3．三角函数式的化简

常用方法：①直接应用公式进行降次、消项；②切割化弦，异名化同名，异角化同角；③ 三角公式的逆用等。（2）化简要求：①能求出值的应求出[image: image9.png]2R (ZXXK.COMRBL T




值；②使三角函数种数尽量少；③使项数尽量少；④尽量使分母不含三角函数；⑤尽量使被开方数不含三角函数。

（1）降幂公式
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（2）辅助角公式
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4．三角函数的求值类型有三类

（1）给角求值：一般所给出的角都是非特殊角，要观察所给角与特殊角间的关系，利用三角变换消去非特殊角，转化为求特殊角的三角函数值问题；

（2）给值[image: image15.png]2R (ZXXK.COMRBL T




求值：给出某些角的三角函数式的值，求另外一些角的三角函数值，解题的关键在于“变角”，如[image: image16.wmf]2
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角的式子表示，求解时要注意角的范围的讨论；

（3）给值求角：实质上转化为“给值求值”问题，由所得的所求角的函数值结合所求角的范围及函数的单调性求得角。

5．三角等式的证明

（1）三角恒等式的证题思路是根据等式两端的特征，通过三角恒等变换，应用化繁为简、左右同一等方法，使等式两端化“异”为“同”；

（2）三角条件等式的证题思路是通过观察，发现已知条件和待证等式间的关系，采用代入法、消参法或分析法进行证明。

四．典例解析
题型1：两角和与差的三角函数
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点评：此题是给出单角的三角函数方程，求复角的余弦值，易犯错误是利用方程组解sin[image: image42.wmf]a

、cos[image: image43.wmf]a

 、 sin[image: image44.wmf]b

 、 cos[image: image45.wmf]b

，但未知数有四个，显然前景并不乐观，其错误的原因在于没有注意到所求式与已知式的关系[image: image46.emf]�新疆�源头学子小屋�特级教师�王新敞�
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本题关键在于化和为积促转化，“整体对应”巧应用。
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解法二：由韦达定理得tan[image: image56.wmf]6
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点评：（1）本例解法二比解法一要简捷，好的解法来源于熟练地掌握知识的系统结构，从而寻找解答本题的知识“最近发展区”。（2）运用两角和与差角三角函数公式的关键是熟记公式，我们不仅要记住公式，更重要的是抓住公式的特征，如角的关系，次数关系，三角函数名等[image: image60.emf]�新疆�源头学子小屋�特级教师�王新敞�
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抓住公式的结构特征对提高记忆公式的效率起到至关重要的作用，而且抓住了公式的结构特征，有利于在解题时观察分析题设和结论等三角函数式中所具有的相似性的结构特征，联想到相应的公式，从而找到解题的切入点。（3）对公式的逆用公式，[image: image61.png]2R (ZXXK.COMRBL T




变形式也要熟悉，如
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题型2：二倍角公式

例3．化简下列各式：
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点评：（1）在二倍角公式中，两个角的倍数关系，不仅限于2[image: image72.wmf]a
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所以在解答有条件限制的求值问题时，要善于发现所求的三角函数的角与已知条件的角的联系，一般方法是拼角与拆角，
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3：辅助角公式

例5．已知正实数a,b满足[image: image101.wmf]的值
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分析：从方程 的观点考虑，如果给等式左边的分子、分母同时除以a，则已知等式可化为关于[image: image102.wmf]的方

a

b

程，从而可求出由[image: image103.wmf]a

b

，若注意到等式左边的分子、分母都具有[image: image104.wmf]q
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的结构，可考虑引入辅助角求解。
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点评：以上解法中，方法一用了集中变量的思想，是一种基本解法；解法二通过模式联想，引入辅助角，技巧性较强，但辅助角公式[image: image111.wmf](
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[image: image114.wmf](
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其

中

在历年高考中使用频率是相当高的，应加以关注；解法三利用了换元法，但实质上是综合了解法一和解法二的解法优点，所以解法三最佳。
例6．已知函数y＝[image: image115.wmf]2

1

cos2x＋[image: image116.wmf]2

3

sinxcosx＋1，x∈R.

（1）当函数y取得最大值时，求自变量x的集合；

（2）该函数的图象可由y＝sinx（x∈R）的图象经过怎样的平移和伸缩变换得到?
（理）（1）解析：y＝[image: image117.wmf]2

1

cos2x＋[image: image118.wmf]2

3

sinxcosx＋1
＝[image: image119.wmf]4

1

（2cos2x－1）＋[image: image120.wmf]4

1

＋[image: image121.wmf]4

3

（2sinxcosx）＋1

＝[image: image122.wmf]4

1

cos2x＋[image: image123.wmf]4

3

sin2x＋[image: image124.wmf]4

5


＝[image: image125.wmf]2

1

（cos2x·sin[image: image126.wmf]6

p

＋sin2x·cos[image: image127.wmf]6

p

）＋[image: image128.wmf]4

5


＝[image: image129.wmf]2

1

sin（2x＋[image: image130.wmf]6

p

）＋[image: image131.wmf]4

5


y取得最大值必须且只需2x＋[image: image132.wmf]6

p

＝[image: image133.wmf]2

p

＋2kπ，k∈Z，

即x＝[image: image134.wmf]6

p

＋kπ，k∈Z。
所以当函数y取得最大值时，自变量x的集合为｛x|x＝[image: image135.wmf]6

p

＋kπ，k∈Z｝。

（2）将函数y＝sinx依次进行如下变换：

①把函数y＝sinx的图象向左平移[image: image136.wmf]6

p

，得到函数y＝sin（x＋[image: image137.wmf]6

p

）的图象；

②把得到的图象上各点横坐标缩短到原来的[image: image138.wmf]2

1

倍（纵坐标不变），得到函数

y＝sin（2x＋[image: image139.wmf]6

p

）的图象；

③把得到的图象上各点纵坐标缩短到原来的[image: image140.wmf]2

1

倍（横坐标不变），得到函数

y＝[image: image141.wmf]2

1

sin（2x＋[image: image142.wmf]6

p

）的图象；

④把得到的图象向上平移[image: image143.wmf]4

5

个单位长度，得到函数y＝[image: image144.wmf]2

1

sin（2x＋[image: image145.wmf]6

p

）＋[image: image146.wmf]4

5

的图象；

综上得到函数y＝[image: image147.wmf]2

1

cos2x＋[image: image148.wmf]2

3

sinxcosx＋1的图象。

点评：本题主要考查三角函数的图象和性质[image: image149.png]2R (ZXXK.COMRBL T




，考查利用三角公式进行恒等变形的技能以及运算能力。
已知函数y＝[image: image150.wmf]3

sinx＋cosx，x∈R.

（1）当函数y取得最大值时，求自变量x的集合；

（2）该函数的图象可由y＝sinx（x∈R）的图象经过怎样的平移和伸缩变换得到?

解析：（1）y＝[image: image151.wmf]3

sinx＋cosx＝2（sinxcos[image: image152.wmf]6

p

＋cosxsin[image: image153.wmf]6

p

）＝2sin（x＋[image: image154.wmf]6

p

），x∈R
y取得最大值必须且只需x＋[image: image155.wmf]6

p

＝[image: image156.wmf]2

p

＋2kπ，k∈Z，

即x＝[image: image157.wmf]3

p

＋2kπ，k∈Z。

所以，当函数y取得最大值时，自变量x的集合为｛x|x＝[image: image158.wmf]3

p

＋2kπ，k∈Z｝21世纪教育网
（2）变换的步骤是：

①把函数y＝sinx的图象向左平移[image: image159.wmf]6

p

，得到函数y＝sin（x＋[image: image160.wmf]6

p

）的图象；

②令所得到的图象上各点横坐标不变，把纵坐标伸长到原来的2倍，得到函数

y＝2sin（x＋[image: image161.wmf]6

p

）的图象；

经过这样的变换就得到函数y＝[image: image162.wmf]3

sinx＋cosx的图象。

点评：本题主要考查三角函数的图象和性质，利用三角公式进行恒等变形的技能及运算能力。

题型4：三角函数式化简

例7．求sin220°＋cos250°＋sin20°cos50°的值。

解析：原式＝[image: image163.wmf]2

1

（1－cos40°）＋[image: image164.wmf]2

1

（1＋cos100°）＋[image: image165.wmf]2
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（sin70°－sin30°）

＝1＋[image: image166.wmf]2
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（cos100°－cos40°）＋[image: image167.wmf]2

1

sin70°－[image: image168.wmf]4
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＝[image: image169.wmf]4

3

－sin70°sin30°＋[image: image170.wmf]2

1

sin70°

＝[image: image171.wmf]4
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－[image: image172.wmf]2

1

sin70°＋[image: image173.wmf]2

1

sin70°＝[image: image174.wmf]4

3

。

点评：本题考查三角恒等式和运算能力。

例8．已知函数[image: image175.wmf]12sin(2)
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（Ⅰ）求[image: image176.wmf]()
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（Ⅱ）设[image: image177.wmf]a

的第四象限的角，且[image: image178.wmf]tan
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[image: image179.wmf]4
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，求[image: image180.wmf]()
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的值。21世纪教育网
解析：（Ⅰ）由 [image: image181.wmf]cos0
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得[image: image182.wmf]()
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故[image: image183.wmf]()
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（Ⅱ）因为[image: image185.wmf]4
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题型5：三角函数求值[来源:21世纪教育网]
例9．设函数f(x)=[image: image194.wmf]3

cos2cos+sin[image: image195.wmf]w

rcos[image: image196.wmf]w

x+a(其中[image: image197.wmf]w

＞0,a[image: image198.wmf]Î

R),且f(x)的图象在y轴右侧的第一个高点的横坐标为[image: image199.wmf]6

x

。

（Ⅰ）求ω的值；[21世纪教育网
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解析：（I）[image: image202.wmf]3133
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例10．求函数[image: image212.wmf]y
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[image: image214.png]2R (ZXXK.COMRBL T




＋[image: image215.wmf]x
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的值域和最小正周期。

解析：y=cos(x+[image: image216.wmf]4

p

) cos(x－[image: image217.wmf]4

p

)+[image: image218.wmf]3

sin2x=cos2x+[image: image219.wmf]3

sin2x=2sin(2x+[image: image220.wmf]6

p

)，

∴函数y=cos(x+[image: image221.wmf]4

p

) cos(x－[image: image222.wmf]4

p

)+[image: image223.wmf]3

sin2x的值域是[－2,2],最小正周期是π。
题型6：三角函数综合问题
例11．已知向量[image: image224.wmf](sin,1),(1,cos),.
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（I）若[image: image225.wmf],
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（II）求[image: image227.wmf]ab
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的最大值。
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此时[image: image241.wmf]4
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，最大值为[image: image242.wmf]22321
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。
点评：本题主要考察以下知识点：1、向量垂直转化为数量积为0；2，特殊角的三角函数值；3、三角函数的基本关系以及三角函数的有界性；4.已知向量的坐标表示求模，难度中等，计算量不大。

例12．设0<θ<[image: image243.wmf]2

p

，曲线x2sinθ+y2cosθ=1和x2cosθ－y2sinθ=1有4个不同的交点。

（1）求θ的取值范围；

（2）证明这4个交点共圆，并求圆半径的取值范围。

解析：（1）解方程组[image: image244.wmf]î

í

ì

=

-

=

+

1

sin

cos

1

cos

sin

2

2

2

2

q

q

q

q

y

x

y

x

，得[image: image245.wmf]î

í

ì

-

=

+

=

q

q

q

q

sin

cos

cos

sin

2

2

y

x

；

故两条已知曲线有四个不[image: image246.png]2R (ZXXK.COMRBL T




同的交点的充要条件为[image: image247.wmf]î
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）[image: image249.wmf]Û

0<θ<[image: image250.wmf]4
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（2）设四个交点的坐标为（xi，yi）（i=1，2，3，4），则：xi2+yi2=2cosθ∈（[image: image251.wmf]2

，2）（i=1，2，3，4）。

故四个交点共圆，并且这个圆的半径r=[image: image252.wmf]2

cosθ∈（[image: image253.wmf]2

,

2

4

）.

点评：本题注重考查应用解方程组法处理曲线交点问题，这也是曲线与方程的基本方法，同时本题也突出了对三角不等关系的考查。

题型7：三角函数的应用

例13．有一块扇形铁板，半径为R，圆心角为60°，从这个扇形中切割下一个内接矩形，即矩形的各个顶点都在扇形的半径或弧上，求这个内接矩形的最大面积．
分析：本题入手要解决好两个问题，
（1）内接矩形的放置有两种情况，如图2-19所示，应该分别予以处理；
（2）求最大值问题这里应构造函数，怎么选择便于以此表[image: image254.png]2R (ZXXK.COMRBL T




达矩形面积的自变量。
[image: image255.png]%
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解析：如图2-19(1)设∠FOA=θ，则FG＝Rsinθ，
[image: image256.png]EF :§
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。

又设矩形EFGH的面积为S，那么

[image: image258.png]2R?dn(60° - 6)
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又∵0°＜θ＜60°，故当cos(2θ－60°)＝1，即θ=30′时，
[image: image260.png]ey 1R R
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如图2-19 (2)，设∠FOA＝θ，则EF＝2Rsin(30°－θ)，在△OFG中，∠OGF＝150°
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设矩形的面积为S．
那么S＝EFFG＝4R2sinθsin(30°-θ)

＝2R2［cos(2θ[image: image262.png]2R (ZXXK.COMRBL T
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又∵0＜θ＜30°，故当cos(2θ－30°)＝121世纪教育网
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