2021年普通高等学校招生全国统一考试（全国乙卷）
                      数学（理）
一、选择题
1.设
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，则
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答案：

C
解析：

设
[image: image7.wmf]zabi
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，则
[image: image8.wmf]zabi
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，
[image: image9.wmf]2()3()4646
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，所以
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，
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2.已知集合
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，
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，则
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答案：

C
解析：
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，
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当
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，
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时，
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，
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时，
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.所以
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，
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.故选C.
3.已知命题
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，则下列命题中为真命题的是（   ）

A.
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答案：

A
解析：

根据正弦函数的值域
[image: image37.wmf]sin[1,1]

x
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，故
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，
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，
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为真命题，而函数
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为偶函数，且
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时，
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，故
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，
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恒成立.，则
[image: image46.wmf]q

也为真命题，所以
[image: image47.wmf]pq
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为真，选A.
4.设函数
[image: image48.wmf]1
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，则下列函数中为奇函数的是（   ）

A.
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答案：

B
解析：
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，
[image: image54.wmf]()

fx

向右平移一个单位，向上平移一个单位得到[image: image55.wmf]2
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为奇函数.
5.在正方体
[image: image56.wmf]1111

ABCDABCD
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中，
[image: image57.wmf]P

为
[image: image58.wmf]11

BD

的中点，则直线
[image: image59.wmf]PB

与
[image: image60.wmf]1
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所成的角为（   ）
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答案：

D
解析：

如图，
[image: image66.wmf]1
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为直线
[image: image67.wmf]PB

与
[image: image68.wmf]1
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所成角的平面角.
易知
[image: image69.wmf]11
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D

为正三角形，又
[image: image70.wmf]P

为
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中点，所以
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6.将
[image: image73.wmf]5

名北京冬奥会志愿者分配到花样滑冰，短道速滑､冰球和冰壶
[image: image74.wmf]4

个项目进行培训，每名志愿者只分配到
[image: image75.wmf]1

个项目，每个项目至少分配
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D.
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答案：

C
解析：

所求分配方案数为
[image: image81.wmf]24
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7.把函数
[image: image82.wmf]()

yf
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图像上所有点的横坐标缩短到原来的
[image: image83.wmf]1
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倍，纵坐标不变，再把所得曲线向右平移
[image: image84.wmf]3
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个单位长度，得到函数
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的图像，则
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答案：

B
解析：

逆向：
[image: image91.wmf]2
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故选B.
8.在区间
[image: image92.wmf](0,1)

与
[image: image93.wmf](1,2)

中各随机取
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个数，则两数之和大于
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答案：

B
解析：

由题意记
[image: image100.wmf](0,1)
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，
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，题目即求
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的概率，绘图如下所示.
故
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9.魏晋时期刘徽撰写的《海岛算经》是关于测量的数学著作.其中第一题是测量海岛的高.如图，点
[image: image105.wmf],,
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在水平线
[image: image106.wmf]AC

上，
[image: image107.wmf]DE

和
[image: image108.wmf]FG

是两个垂直于水平面且等高的测量标杆的高度，称为“表高”，
[image: image109.wmf]EG

称为“表距”，
[image: image110.wmf]GC

和
[image: image111.wmf]EH

都称为“表目距”.
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与
[image: image113.wmf]EH

的差称为“表目距的差”，则海岛的高
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答案：

A
解析：

连接
[image: image120.wmf]DF
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于
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，则
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记
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而
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.所以
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故
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10.设
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答案：

D
解析：

若
[image: image140.wmf]0
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，其图像如图（1），此时，
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综上，
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11.设
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是椭圆
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[image: image153.wmf]C

的离心率的取值范围是（   ）
A.
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答案：

C
解析：
由题意，点
[image: image158.wmf](0,)
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，则
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由题意，当
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时，
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12.设
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，
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答案：

B
解析:
设
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当
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再设
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当
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故
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综上，
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二、填空题

13.已知双曲线
[image: image200.wmf]C
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的焦距为       .

答案：


[image: image204.wmf]4


解析：
易知双曲线渐近线方程为
[image: image205.wmf]b
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14.已知向量
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答案：
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解析：
由题意得
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15.记
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的内角
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，
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，
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的对边分别为
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，
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，面积为
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， 
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答案：
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解析：
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16.以图①为正视图，在图②③④⑤中选两个分别作为侧视图和俯视图，组成某个三棱锥的三视图，则所选侧视图和俯视图的编号依次为        （写出符合要求的一组答案即可）.
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答案：

②⑤或③④

解析：

由高度可知，侧视图只能为②或③.

侧视图为②，如图（1），平面
[image: image237.wmf]PAC
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，
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，
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，俯视图为⑤.

俯视图为③，如图（2），
[image: image242.wmf]PA
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平面
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，
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，
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三、解答题

17.某厂研制了一种生产高精产品的设备，为检验新设备生产产品的某项指标有无提高，用一台旧设备和一台新设备各生产了
[image: image249.wmf]10

件产品，得到产品该项指标数据如下：
[image: image250.png]IE&% [ 98 [ 103 [100 [ 102 [ 99 [ 98 [100 [ 101 [ 102 [97

Fg& (101 ] 104 [ 101 | 100 | 101 | 103 | 106 | 10.5 | 104 [10.5




 旧设备和新设备生产产品的该项指标的样本平均数分别记为
[image: image251.wmf]x

和
[image: image252.wmf]y

， 样本方差分别

己为
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和
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（1）求
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[image: image257.wmf]2
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[image: image258.wmf]2
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（2）判断新设备生产产品的该项指标的均值较旧设备是否有显著提高 ( 如果
[image: image259.wmf]22
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，则认为新设备生产产品的该项指标的均值较旧设备有显著提高 ， 否
则不认为有显著提高 ) 。
答案：
见解析
解析：
（1）各项所求值如下所示.
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]

)0.04

´-+-=

.
（2）由（1）中数据得
[image: image266.wmf]22

12

0.3,20.34

10

ss

yx

+

-=»

.显然
[image: image267.wmf]22

12

2

10

ss

yx

+

-<

.所以不认为新设备生产产品的该项指标的均值较旧设备有显著提高。
18.如图，四棱锥
[image: image268.wmf]PABCD

-

的底面是矩形，
[image: image269.wmf]PD

^

底面
[image: image270.wmf]ABCD

，
[image: image271.wmf]1

PDDC

==

,
[image: image272.wmf]M

为
[image: image273.wmf]BC

的中点，且
[image: image274.wmf]PBAM

^

.
（1）求
[image: image275.wmf]BC

；
（2）求二面角
[image: image276.wmf]APMB

--

的正弦值.
[image: image277.png]



[image: image278.png]



答案：
见解析
解析：
（1）因为
[image: image279.wmf]PD

^

平面
[image: image280.wmf]ABCD

，且矩形
[image: image281.wmf]ABCD

中，
[image: image282.wmf]ADDC

^

.所以以
[image: image283.wmf]DA

uuur

，
[image: image284.wmf]DC

uuur

，
[image: image285.wmf]DP

uuur

分别为
[image: image286.wmf]x

，
[image: image287.wmf]y

，
[image: image288.wmf]z

轴正方向，
[image: image289.wmf]D

为原点建立空间直角坐标系
[image: image290.wmf]Dxyz

-

.设
[image: image291.wmf]BCt

=

，
[image: image292.wmf]0

(

,0,)

At

，
[image: image293.wmf]0

(

,1,)

Bt

，
[image: image294.wmf](,1,0)

2

t

M

，
[image: image295.wmf])

(

0,0,1

P

，所以
[image: image296.wmf](,1,1)

PBt

=-

uuur

，
[image: image297.wmf](,1,0)

2

t

AM

=-

uuuur


因为
[image: image298.wmf]PBAM

^

，所以
[image: image299.wmf]2

10

2

t

PBAM

×=-+=

uuuruuuur

所以
[image: image300.wmf]2

t

=

，所以
[image: image301.wmf]2

BC

=

.

(2)设平面
[image: image302.wmf]APM

的一个法向量为
[image: image303.wmf],)

(

,

mxyz

=

，由于
[image: image304.wmf](2,0,1)

AP

=-

uuur

，则
[image: image305.wmf]20

2

0

2

mAPxz

mAMxy

ì

×=-+=

ï

í

×=-+=

ï

î

uruuur

uruuuur

.令
[image: image306.wmf]2

x

=

，的
[image: image307.wmf](2,1,2)

m

=

.设平面
[image: image308.wmf]PMB

的一个法向量为
[image: image309.wmf](,,)

nxyz

¢¢¢

=

r

，则
[image: image310.wmf]20

20

nCBx

nPBxyz

ì

¢

×==

ï

í

¢¢¢

×=+-=

ï

î

ruuur

ruuur

.令
[image: image311.wmf]1

y

¢

=

，的
[image: image312.wmf](0,1,1)

n

=

r

.所以
[image: image313.wmf]3314

cos,

14

||||

72

mn

mn

mn

×

áñ===

´

urr

urr

urr

，所以二面角
[image: image314.wmf]APMNB

--

的正弦值为
[image: image315.wmf]70

14

.
19.记
[image: image316.wmf]n

S

为数列
[image: image317.wmf]{}

n

a

的前
[image: image318.wmf]n

项和，
[image: image319.wmf]n

b

为数列
[image: image320.wmf]{}

n

S

的前
[image: image321.wmf]n

项积，已知
[image: image322.wmf]21

2

nn

Sb

+=

.

（1）证明：数列
[image: image323.wmf]{}

n

b

是等差数列；

（2）求
[image: image324.wmf]{}

n

a

的通项公式.
答案：

见解析

解析：

（1）由已知
[image: image325.wmf]21

2

nn

Sb

+=

，则
[image: image326.wmf]1

(2)

n

n

n

b

Sn

b

-

=³

，
[image: image327.wmf]1

11

2

11

2222(2)

2

n

nnnn

nn

b

bbbbn

bb

-

--

Þ+=Þ+=Þ-=³

，
[image: image328.wmf]1

3

2

b

=

，

故
[image: image329.wmf]{}

n

b

是以
[image: image330.wmf]3

2

为首项，
[image: image331.wmf]1

2

为公差的等差数列.
（2）由（1）知
[image: image332.wmf]312

(1)

222

n

n

bn

+

=+-=

，则
[image: image333.wmf]222

2

21

n

n

n

S

Snn

+

+=Þ=

++

，


[image: image334.wmf]1

n

=

时，
[image: image335.wmf]11

3

2

aS

==

，
[image: image336.wmf]2

n

³

时，
[image: image337.wmf]1

211

1(1)

nnn

nn

aSS

nnnn

-

++

=-=-=-

++

，

故
[image: image338.wmf]3

,1

2

1

,2

(1)

n

n

a

n

nn

ì

=

ï

ï

=

í

ï

-³

+

ï

î

.

20.设函数
[image: image339.wmf]()ln()

fxax

=-

，已知
[image: image340.wmf]0

x

=

是函数
[image: image341.wmf]()

yxfx

=

的极值点.
（1）求
[image: image342.wmf]a

；

（2）设函数
[image: image343.wmf]()

()

()

xfx

gx

xfx

+

=

，证明：
[image: image344.wmf]()1

gx

<

.

答案：

见解析

解析：

（1）令
[image: image345.wmf]()()ln()

hxxfxxax

==-


则
[image: image346.wmf]()ln()

x

hxax

ax

¢

=--

-

.

∵
[image: image347.wmf]0

x

=

是函数
[image: image348.wmf]()

yxfx

=

的极值点.
∴
[image: image349.wmf](0)0

h

¢

=

.

解得：
[image: image350.wmf]1

a

=

；
（2） 由（1）可知：
[image: image351.wmf]()ln(1)

fxx

=-

 

[image: image352.wmf]()11

()

()()

xfx

gx

xfxfxx

+

==+

，
要证
[image: image353.wmf]()1

gx

<

，即证
[image: image354.wmf]1111

10

()ln(1)

x

fxxxx

-

+<Û+<

-

（
[image: image355.wmf]1

x

<

且
[image: image356.wmf]0

x

¹

）

[image: image357.wmf](1)ln(1)

0

ln(1)

xxx

xx

+--

Û<

-

.

∵当
[image: image358.wmf]0

x

<

时，
[image: image359.wmf]ln(1)0

xx

×-<

.

当
[image: image360.wmf]01

x

<<

时，
[image: image361.wmf]ln(1)0

xx

×-<

.

∴只需证明
[image: image362.wmf](1)ln(1)0

xxx

+-->


令
[image: image363.wmf]()(1)ln(1)

Hxxxx

=+--

，且易知
[image: image364.wmf](0)0

H

=

.

则
[image: image365.wmf]1

()1ln(1)(1)ln(1)

1

Hxxxx

x

-

¢

=--+-=--

-


（i）当
[image: image366.wmf]0

x

<

时，易得
[image: image367.wmf]()0

Hx

¢

<

，则
[image: image368.wmf]()

Hx

在
[image: image369.wmf](,0)

-¥

上单调递减，

∵
[image: image370.wmf](0)0

H

=

，∴
[image: image371.wmf]()(0)0

HxH

>=

，得证.
（ii）当
[image: image372.wmf]01

x

<<

时，易得
[image: image373.wmf]()0

Hx

¢

>

，则
[image: image374.wmf]()

Hx

在
[image: image375.wmf](0,1)

上单调递增.
∵
[image: image376.wmf](0)0

H

=

，∴
[image: image377.wmf]()(0)0

HxH

>=

，得证.
综上证得
[image: image378.wmf]()1

gx

<

.

21.已知抛物线
[image: image379.wmf]C

：
[image: image380.wmf]2

2(0)

xpyp

=>

的焦点为
[image: image381.wmf]F

，且
[image: image382.wmf]F

与圆
[image: image383.wmf]M

：
[image: image384.wmf]22

(4)1

xy

++=

上点的距离的最小值为
[image: image385.wmf]4

.

（1）求
[image: image386.wmf]p

；

（2）若点
[image: image387.wmf]P

在
[image: image388.wmf]M

上，
[image: image389.wmf]PA

，
[image: image390.wmf]PB

是
[image: image391.wmf]C

的两条切线，
[image: image392.wmf]A

，
[image: image393.wmf]B

是切点，求
[image: image394.wmf]PAB

D

面积的最大值.
答案：
见解析

解析：

（1）焦点
[image: image395.wmf](0,)

2

p

F

到
[image: image396.wmf]22

(4)1

xy

++=

的最短距离为
[image: image397.wmf]34

2

p

+=

，所以
[image: image398.wmf]2

p

=

.

（2）抛物线
[image: image399.wmf]2

1

4

yx

=

，设
[image: image400.wmf]11

(,)

Axy

，
[image: image401.wmf]22

(,)

Bxy

，
[image: image402.wmf]00

(,)

Pxy

，得


[image: image403.wmf]PA

l

：
[image: image404.wmf]2

1111111

1111

()

2242

yxxxyxxxxxy

=-+=-=-

，


[image: image405.wmf]PB

l

：
[image: image406.wmf]22

1

2

yxxy

=-

，且
[image: image407.wmf]22

000

815

xyy

=---

，


[image: image408.wmf]PA

l

，
[image: image409.wmf]PB

l

都过点
[image: image410.wmf]00

(,)

Pxy

，则
[image: image411.wmf]0101

0202

1

2

1

2

yxxy

yxxy

ì

=-

ï

ï

í

ï

=-

ï

î

，

故
[image: image412.wmf]AB

l

：
[image: image413.wmf]00

1

2

yxxy

=-

，即
[image: image414.wmf]00

1

2

yxxy

=-

，

联立
[image: image415.wmf]00

2

1

2

4

yxxy

xy

ì

=-

ï

í

ï

=

î

，得
[image: image416.wmf]2

00

240

xxxy

-+=

，
[image: image417.wmf]2

00

416

xy

D=-

，

所以
[image: image418.wmf]2

222

0

00000

141644

4

x

ABxyxxy

=+×-=+×-

，


[image: image419.wmf]2

00

2

0

4

4

PAB

xy

d

x

®

-

=

+

，所以
[image: image420.wmf]22

0000

11

44

22

PABPAB

SABdxyxy

D®

=×=-×-



 EMBED Equation.DSMT4 [image: image421.wmf]33

22

22

0000

11

(4)(1215)

22

xyyy

=-=---

.
而
[image: image422.wmf]0

[5,3]

y

Î--

，故当
[image: image423.wmf]0

5

y

=-

时，
[image: image424.wmf]PAB

S

D

达到最大，最大值为
[image: image425.wmf]205

.

22.在直角坐标系
[image: image426.wmf]xOy

中，
[image: image427.wmf]C

e

的圆心为
[image: image428.wmf])

(

2,1

C

，半径为
[image: image429.wmf]1

.

（1）写出
[image: image430.wmf]C

e

的一个参数方程;

（2）过点
[image: image431.wmf])

(

4,1

F

作
[image: image432.wmf]C

e

的两条切线.以坐标原点为极点，
[image: image433.wmf]x

轴正半轴为极轴建立坐标系，求这两条切线的极坐标方程.

答案：
见解析
解析：
（1）
[image: image434.wmf]C

e

的参数方程为
[image: image435.wmf]2cos

1sin

x

y

q

q

=+

ì

í

=+

î

（
[image: image436.wmf]q

为参数）

（2）
[image: image437.wmf]C

e

的方程为
[image: image438.wmf]22

(2)(1)1

xy

-+-=


①当直线斜率不存在时，直线方程为
[image: image439.wmf]4

x

=

，此时圆心到直线距离为
[image: image440.wmf]2

r

>

，舍去；

②当直线斜率存在时，设直线方程为
[image: image441.wmf]1(4)

ykx

-=-

，化简为
[image: image442.wmf]410

kxyk

--+=

，
此时圆心
[image: image443.wmf](2,1)

C

到直线的距离为
[image: image444.wmf]2

|2141|

1

1

kk

dr

k

--+

===

+

，
化简得
[image: image445.wmf]2

2||1

kk

=+

，
两边平方有
[image: image446.wmf]22

41

kk

=+

，所以
[image: image447.wmf]3

3

k

=±

.

代入直线方程并化简得
[image: image448.wmf]3340

xy

-+-=

或
[image: image449.wmf]3340

xy

+--=

化为极坐标方程为


[image: image450.wmf]5

cos3sin43sin()43

6

p

rqrqrq

-=-Û+=-


或
[image: image451.wmf]cos3sin43sin()43

6

p

rqrqrq

+=+Û+=+

.

23.已知函数
[image: image452.wmf]()|||3|

fxxax

=-++

.

（1）当
[image: image453.wmf]1

a

=

时，求不等式
[image: image454.wmf]()6

fx

³

的解集；
（2）若
[image: image455.wmf]()

fxa

>-

，求
[image: image456.wmf]a

的取值范围.

答案：
见解析
解析：
当
[image: image457.wmf]1

a

=

时，
[image: image458.wmf]()6|1||3|6

fxxx

³Û-++³

，
当
[image: image459.wmf]3

x

£-

时，不等式
[image: image460.wmf]136

xx

Û---³

，解得
[image: image461.wmf]4

x

£-

；
当
[image: image462.wmf]31

x

-<<

时，不等式
[image: image463.wmf]136

xx

Û-++³

，解得
[image: image464.wmf]x

ÎÆ

；
当
[image: image465.wmf]1

x

³

时，不等式
[image: image466.wmf]136

xx

Û-++³

，解得
[image: image467.wmf]2

x

³

.

综上，原不等式的解集为
[image: image468.wmf](,4][2,)

-¥-+¥

U

.

（2）若
[image: image469.wmf]()

fxa

>-

，即
[image: image470.wmf]min

()

fxa

>-

，
因为
[image: image471.wmf]()|||3||()(3)||3|

fxxaxxaxa

=-++³--+=+

（当且仅当
[image: image472.wmf]()(3)0

xax

-+£

时，等号成立），所以
[image: image473.wmf]min

()|3|

fxa

=+

，所以
[image: image474.wmf]|3|

aa

+>-

，即
[image: image475.wmf]3

aa

+<

或
[image: image476.wmf]3

aa

+>-

，解得
[image: image477.wmf]3

(,)

2

a

Î-+¥

.
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