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2012年高考数学备考冲刺之易错点点睛系列

三  数列 教师版
一、高考预测

数列是历年高考的重点与难点，以等差数列与等比数列为基础考查数列的性质及前n项和的问题是数列中的中低档难度问题，一般只要熟悉等差数列与等比数列及其前n项和的性质即可正确得出结果.等差数列与等比数列是高中阶段学习的两种最基本的数列，也是高考中经常考查并且重点考查的内容之一，这类问题多从数列的本质入手，考查这两种基本数列的概念、基本性质、简单运算、通项公式、求和公式等．本讲内容在高考中多以选择题和填空题的形式出现，属于中低档题．解题时应从基础处着笔，首先要熟练掌握这两种基本数列的相关性质及公式，然后要熟悉它们的变形使用，善用技巧，减少运算量，既准又快地解决问题.除此以外，数列与其他知识的综合考查也是高考中常考的内容，数列是一种特殊的函数，它能与很多知识进行综合，如方程、函数、不等式、极限，数学归纳法（理）等为主要综合对象，概率、向量、解析几何等为点缀.数列与其他知识的综合问题在高考中大多属于中高档难度问题.
数列是新课程的必修内容，从课程定位上说，其考查难度不应该太大，数列试题倾向考查基础是基本方向．从课标区的高考试题看，试卷中的数列试题最多是一道选择题或者填空题，一道解答题．由此我们可以预测2012年的高考中，数列试题会以考查基本问题为主，在数列的解答题中可能会出现与不等式的综合、与函数导数的综合等，但难度会得到控制．
二、知识导学

要点1：有关等差数列的基本问题

1．涉及等差数列的有关问题往往用等差数列的通项公式和求和公式“知三求二”解决问题；

2．等差数列前n项和的最值问题，经常转化为二次函数的最值问题；有时利用数列的单调性（d＞0,递增；d＜0，递减）；

3．证明数列{[image: image1139.jpg]


}为等差数列有如下方法：①定义法；证明[image: image2.wmf]1
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要点2：有关等比数列的基本问题

1证明数列{[image: image4.wmf]n
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}为等比数列有如下方法：①定义法：证明[image: image5.wmf]1
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②等比中项法：[image: image6.wmf]2
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2求一般数列{[image: image7.wmf]n
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}通项公式时常用构造数列法、待定系数法等。
要点向3：等差、等比数列综合问题
1.在解决等差数列或等比数列的相关问题时，“基本量法”是常用的方法，但有时灵活地运用性质，可使运算简便，而一般数列的问题常转化为等差、等比数列求解。

2．数列求通项的常见类型与方法：公式法、由递推公式求通项，由[image: image8.wmf]n
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求通项，累加法、累乘法等
3.数列求和的常用方法：公式法、裂项相消法、错位相减法、分组法、倒序相加法等。

4．解综合题的成败在于审清题目，弄懂来龙去脉，透过给定信息的表象，抓住问题的本质，揭示问题的内在联系和隐含条件，明确解题方向，形成解题策略．
要点4：可转化为等差、等比数列的求和问题
某些递推数列可转化为等差、等比数列解决，其转化途径有：

1．凑配、消项变换——如将递推公式[image: image9.wmf]1
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；或消常数转化为[image: image14.wmf]11
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2．取倒数法—如将递推公式[image: image15.wmf])
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递推式，考虑函数倒数关系有[image: image16.wmf])
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3．对数变换——如将递推公式[image: image22.wmf]1
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4．换元变换——[image: image25.wmf]n

n

n

q

pa

a

+

=

+

1
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,其中p，q,  r均为常数）。一般地，要先在原递推公式两边同除以[image: image28.wmf]1

+

n

q

，得：[image: image29.wmf]1

1

1

nn

nn

aa

p

qqqq

+

+

=×+
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则转化为[image: image33.wmf]1

nn

bAaB

+

=+

的形式。
要点5：数列求和的常用方法：

1、直接由等差、等比数列的求和公式求和，注意对公比[image: image34.wmf]1
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q

的讨论.

2、错位相减法：主要用于一个等差数列与一个等比数列对应项相乘所得的数列的求和，即等比数列求和公式的推导过程的推广.

3、分组转化法：把数列的每一项分成两项，使其转化为几个等差、等比数列，再求解.

4、裂项相消法：主要用于通项为分式的形式，通项拆成两项之差求和，正负项相消剩下首尾若干项，注意一般情况下剩下正负项个数相同.

5、倒序相加法：把数列正着写和倒着写相加(即等差数列求和公式的推导过程的推广).
三、易错点点睛
命题角度1  数列的概念
1．已知数列｛an｝满足a1=1,an=a1+2a2+3a3+…+(n-1)an-1,(n≥2)，则｛an｝的通项an=_________.

    [考场错解]  ∵an=a1+2a2+3a3+…+(n-1)an-1，∴an-1=a1+2a2+3a3+…+(n-2)an-2，两式相减得an-an-1=(n-1)an-1，∴an=nan-1.由此类推： an-1=(n-1)an-2，…a2=2a1，由叠乘法可得an=[image: image35.wmf]2
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    [专家把脉]  在求数列的通项公式时向前递推一项时应考虑n的范围．当n=1时，a1=[image: image36.wmf]2
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与已知a1=1，矛盾．

    [对症下药]  ∵n≥2时，an=a1+2a2+3a3+…+(n-1)an-1①  当n≥3时，an-1=a1+2a2+3a3+…+(n-2)·an-2②  ①-②得  an-an-1=(n-1)·an-1∴当n≥3时，[image: image37.wmf]1
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 2．设数列｛an｝的前n项和为Sn,Sn=[image: image44.wmf]2
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(对于所有n≥1)，且a4=54，则a1的数值是________.

[考场错解]∵Sn=[image: image45.wmf]2

)

1

3

(

1

-

n

a

=[image: image46.wmf]3
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,∴此数列是等比数列，首项是a1，公比是3，由a4=a1·34-1，

∴a1=2．

    [专家把脉]  此题不知数列｛an｝的类型，并不能套用等比数列的公式．而答案一致是巧合．

[对症下药]∵a4=S4-S3=[image: image47.wmf]2
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(34-1)-[image: image48.wmf]2
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(33-1)=54，解得a1=2． 

3.已知数列｛an｝满足a1=1，an=3n-1+an-1(n≥2) (1)求a2，a3； (2)求通项an的表达式．

[考场错解]  (1)∵a1=1，∴a2=3+1=4，a3=32+4=13．   

 (2)由已知an=3n-1+an-1，即an-an-1=3n-1 即an成等差数列，公差d=3n-1．故an=1+(n-1)·3n-1．

    [专家把脉]  (2)问中an-an-1=3n-1，3n-1不是常数，它是一个变量，故不符合等差数列的定义．

    [对症下药]  (1)∵a1=1，∴a2=4，a3=32+4=13．

(2)由已知an-an-1=3n-1，故an=(an-an-1)+(an-1-an-2)+…+(a2-a1)+a1=3n-1+3n-2+…+3+1=[image: image49.wmf]2
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  4．等差数列｛an｝中，a1+a2+a3=-24，a18+a19+a20=78，则此数列前20项和等于    (    )

    A.160    B．180    C. 200    D．220

    [考场错解]  由通项公式an=a1+(n+1)d.将a2,a3，a18，a19，a20都表示成a1和d.求a1、d，再利用等差数列求和，选C．

    [专家把脉]  此方法同样可求得解．但解法大繁，花费时间多，计算量大故而出错，应运用数列的性质求解就简易得多．

[对症下药]  B  由公式m+n=2P[image: image50.wmf]Þ

am+an=2ap?(只适用等差数列)即可求解．由a1+a2+a3=-24，可得：3a2=-24    由a18+a19+a20=78，可得：3a19=78    即 a2=-8，a19=26又∵S20=[image: image51.wmf]2
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2．若｛an｝是等差数列，首项a1＞0，a2003+a2004>0，a2003·a2004＜0，则使前n项和Sn>0成立的最大自然数n是    (    )

    A.4005    B．4006    C.4007    D.4008

    [考场错解]  ∵a2004+a2003>0，即2a1+2002d+2003d>0，(a1+2002d)(a1+2003d)<0，要使Sn>0．即使na1+[image: image52.wmf]2
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d＞0．这样很难求出a1，d.从而求出最大的自然数 n.故而判断a2003>0，a2004<0，所以前2003项为正，从第2004项起为负，由等差数列的n项和的对称性使Sn＞0．故而取n=4005使Sn>0．

    [专家把脉]  此题运用等差数列前n项的性质及图象中应注意．a2003>0，a2004<0．  且忽视了这两项的大小．

[对症下药]  B ∵a1>0，a2003+a2004>0，a2003·a2004＜0，且｛an｝为等差数列  ∴{an}表示首项为正数，公差为负数的单调递减等差数列，且a2003是绝对值最小的正数，a2004是绝对值最大的负数(第一个负数)，且|a2003|＞|a2004|∴在等差数列｛an｝中，a2003+a2004=a1+a4006>0，S4006=[image: image53.wmf]2
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＞0  ∴使Sn＞0成立的最大自然数n是4006． 

3．设无穷等差数列｛an｝的前n项和为Sn.(Ⅰ)若首项a1=[image: image54.wmf]2
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，公差d=1，求满足Sk2=(Sk)2的正整数k;

   (Ⅱ)求所有的无穷等差数列｛an｝；使得对于一切正整数中k都有Sk2=(Sk)2成立．

   [考场错解]  (1)当a1=[image: image55.wmf]2
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,d=1时，Sn=[image: image56.wmf]2

1

n2+n，由Sk2=(Sk)2得[image: image57.wmf]2
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∴k≠0．故k=4．

(Ⅱ)由对一切正整数k都有Sk2=(Sk)2成立．  即k2a1+[image: image59.wmf]2
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k2(k2-1)-[image: image63.wmf]4
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k2(k-1)2=0对—切正整数k恒成立故[image: image64.wmf]ï
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 求得a1=0或1，d=0  ∴等差数列an=｛0,0,0,…｝，或an=｛1，1，1，…｝．

    [专家把脉]  (Ⅱ)中解法定对一切正整数k都成立．而不是一切实数．故而考虑取k的特值也均成立．

    [对症下药]  (Ⅰ)当a1=[image: image65.wmf]2
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,d=1时，Sn=na1+[image: image66.wmf].
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由Sk2=(Sk)2,得[image: image67.wmf]2
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k4+k2=([image: image68.wmf]2
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k2+k)2，即k3[image: image69.wmf])
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    (Ⅱ)设数列｛an｝的公差为d，则在Sk2=(Sk)2中分别取k=1,2,得[image: image70.wmf]ï
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由（1）得a1=0或a1=1. 当a1=0时，代入（2）得d=0或d=6.若a1=0,d=0,则an=0,sn=0,从而Sk2=(Sk)2成立；若a1=0,d=6,则an=6(n-1),由S3=18，（S3）2=324,S9=216知S9≠(S3)2，故所得数列不符合题意.当a1=1时,代入(2)得   4+6b=(2+d)2解得d=0或d=2.若a1=1,d=0,则an=1,Sn=n,从而Sk2=(Sk)2成立；若a1=1,d=2,则an=2n-1,Sn=1+3+…+（2n-1）=n2,从而Sk2=(Sk)2成立.综上,共有3个满足条件的无穷等差数列:①{an}：an=0,即0，0，0，…；②{an}:an=1,即1，1，1，…；③{an}:an=2n-1,即1，3，5，….

4.已知数列{an}的各项都是正数,且满足:a0=1,an+1=[image: image71.wmf]2
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an·(4-an),n[image: image72.wmf]Î

N.(1)证明an＜an+1＜2,n∈N.(2)求数列{an}的通项公式an.

[考场错解]  用数学归纳法证明：（1）1°当n=1时，a0=1,a1=[image: image73.wmf]2
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a0（4-a0）=[image: image74.wmf]2
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,∴a0＜a1＜2,命题正确.
2°假设n=k时有ak-1＜ak＜2.则n=k+1时，ak-ak+1=[image: image75.wmf]2
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(ak-1-ak)(4-ak-1-ak).而ak-1-ak＜0. 4-ak-1-ak＞0,∴ak-ak-1＜0.又ak-1=[image: image79.wmf]2
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[4-(ak-2)2]＜2.∴n=k+1时命题正确.由1°、2°知对一切n∈N时有an＜an+1＜2.

(2)an+1=[image: image81.wmf]2
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[-(an-2)2+4].∴2(an+1-2)=-(an-2)2∴an+1-2=[image: image83.wmf]2
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[专家把脉]  在（Ⅱ）问中求bn的通项时，运用叠代法.最后到b0而不是b1.

[对症下药]（Ⅰ）同上，方法二：用数学归纳法证明：1°当n=1时，a0=1,a1=[image: image89.wmf]2
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,∴0＜a0＜a1＜2;2°假设n=k时有ak-1＜ak＜2成立，令f(x)= [image: image91.wmf]2
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x(4-x),f(x)在[0，2]上单调递增，所以由假设有：f(ak-1)＜f(ak)＜f(2),即[image: image92.wmf]2
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ak-1(4-ak-1)＜[image: image93.wmf]2
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ak(4-ak) [image: image94.wmf]2
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×2(4-2),也即当x=k+1时  ak＜ak+1＜2成立，所以对一切n∈N,有ak＜ak+1＜2

(2)下面来求数列的通项：an+1=[image: image95.wmf]2

1

an(4-an)=[image: image96.wmf]2

1

[-(an-2)2+4],所以2（an+1-2）=-(an-2)2令bn=an-2,则bn=-[image: image97.wmf]2

1

[image: image98.wmf]2

1

-

n

b

=-[image: image99.wmf]2

1

(-[image: image100.wmf]2

1

[image: image101.wmf]2

2

-

n

b

)2=-[image: image102.wmf]2

1

·([image: image103.wmf]2

1

)2[image: image104.wmf]2

2

1

-

n

b

…=-（[image: image105.wmf]2

1

）1+2+…+2n-1b2n，又bn=-1,所以bn=-([image: image106.wmf]2

1

)2n-1,即an=2+bn=2-([image: image107.wmf]2

1

)2n-1

专家会诊1.要善于运用等差数列的性质：“若m+n=p+q,则am+an=ap+aq”；等差数列前n项和符合二次函数特征.借助二次函数性质进行数形结合法解等差数列问题.2.会运用一般与特殊的逻辑思维,利用满足条件的特值求相关参数的值,学会分析问题和解决问题.

命题角度3   等比数列

1．数列{an}的前n项和记为Sn,已知a1=1,aa+1=[image: image108.wmf]n

S

n

n

2

+

(n=1,2,3…).证明:(Ⅰ)数列{[image: image109.wmf]n

Sn

}是等比数列；(Ⅱ)Sn+1=4an.

[考场错解] (Ⅰ)已知a1=1,an+1=[image: image110.wmf]n

S

n

n

2

+

,∴a2=3S1=3,∴S2=4  a3=[image: image111.wmf]2

4

·S2=2×4=8.∴S3=1+3+8=12.
即[image: image112.wmf]4

3

,

2

2

,

1

1

3

2

1

=

=

=

S

S

S

.故{[image: image113.wmf]n

Sn

}是公比为2的等比数列.

(Ⅱ)由(Ⅰ)知[image: image114.wmf]1

1

+

+

n

S

n

=4·[image: image115.wmf],

1

1

-

-

n

S

n

于是Sn+1=4(n+1)·[image: image116.wmf],

1

1

-

-

n

S

n

=4an.又a2=3.S2=a1+a2=4,因此对于任意正整数n≥1,都有Sn+1=4an.
[专家把脉] (Ⅰ)中利用有限项判断数列类型是运用不完全归纳法,应给予证明. (Ⅱ)中运用前推一项必须使 n≥2.
[对症下药] (Ⅰ) ∵an+1=Sn+1-Sn,an+1=[image: image117.wmf]n

n

2

+

Sn,∴(n+2)Sn=n(Sn+1-Sn),整理得nSn+1=2(n+1)=Sn,所以[image: image118.wmf]1

1

+

+

n

S

n

=2[image: image119.wmf]n

Sn

故{[image: image120.wmf]n

Sn

}是以2为公比的等比数列.

(Ⅱ)由(Ⅰ)知[image: image121.wmf]1

1

+

+

n

S

n

=4·[image: image122.wmf],

1

1

-

-

n

S

n

(n2).于是Sn+1=4(n+1)·[image: image123.wmf],

1

1

-

-

n

S

n

=4an(n≥2).又a2=3S1=3,  故S1=a1+a2=4.因此对于任意整数n≥1,都有Sn+1=4an.
2.已知数列{an}的前n项和为Sn,Sn=[image: image124.wmf]3

1

(an-1)(n∈N*).(Ⅰ) 求a1,a2;(Ⅱ)求证数列{an}是等比数列.

[考场错解] (Ⅰ)S1=[image: image125.wmf]3

1

(a1-1),得a1=-[image: image126.wmf]2

1

,S2=[image: image127.wmf]3

1

(a2-1),即a1+a2=[image: image128.wmf]3

1

(a2-1),得a2=[image: image129.wmf]4

1

.

(Ⅱ)an=Sn-Sn-1=[image: image130.wmf]3

1

(an-1)-[image: image131.wmf]3

1

(an-1-1),得[image: image132.wmf]2

1

1

-

=

-

n

n

a

a

,所以{an}是首项为-[image: image133.wmf]2

1

，公比为-[image: image134.wmf]2

1

的等比数列.
[专家把脉]  在利用an=Sn-Sn-1公式时,应考虑n≥2时才能成立.

[对症下药] (Ⅰ)由S1=[image: image135.wmf]3

1

(a1-1), 得a1=[image: image136.wmf]3

1

(a1-1),∴a1=-[image: image137.wmf]2

1

.又S2=[image: image138.wmf]3

1

(a2-1),即a1+a2=[image: image139.wmf]3

1

(a2-1),得a2=[image: image140.wmf]4

1

. 

(Ⅱ)当 n＞1时,an=SnSn-1=[image: image141.wmf]3

1

(an-1)-[image: image142.wmf]3

1

(an-1-1),得[image: image143.wmf]1

-

n

n

a

a

=-[image: image144.wmf]2

1

,所以{an}是首项为-[image: image145.wmf]2

1

,公比为-[image: image146.wmf]2

1

的等比数列.

3.等比数列的四个数之和为16,中间两个数之和为5,则该数列的公比q的取值为 (  )
A. [image: image147.wmf]4

1

 或4 B. [image: image148.wmf]4

1

或[image: image149.wmf]8

33

41

5

-

 C. 4或-[image: image150.wmf]8

41

5

33

+

  D. 4或[image: image151.wmf]4

1

或[image: image152.wmf]8

33

41

5

-

或[image: image153.wmf]8

41

5

33

+


[考场错解]  设这四个数为[image: image154.wmf]q

a

q

a

,

3

,aq,aq3.由题意得[image: image155.wmf]ï

î

ï

í

ì

=
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=

),

2

(

5

),

1

(

16

4

L

L

aq

q

a

a

由①得a=[image: image156.wmf]±

[image: image157.wmf]2

1

,代入②得q=[image: image158.wmf]±

[image: image159.wmf]2

1

或q2=[image: image160.wmf]±

2.q2=[image: image161.wmf]4

1

或q2=4,故所求的公比为[image: image162.wmf]4

1

或4.故应选A.

[专家把脉]  上述解答设等比数列的公比为q2是不合理的.这相当于增加了四个数同号这个条件,而题设中的四个数不一定同号.因此,产生了漏解现象.

[对症下药]设这四个数为a,aq,aq2,aq3,则[image: image163.wmf]8
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或

或

解之得

q

aq

aq

aq

aq

qa

a

或-[image: image164.wmf]8

41

5

33

+

.因此,应选D.

4.设数列{an}的首项a1=a≠[image: image165.wmf]4

1

,且an+1=[image: image166.wmf]L
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(Ⅰ)求a2,a3;(Ⅱ)判断数列{bn}是否为等比数列,并证明你的结论;(Ⅲ)求[image: image167.wmf]¥

®

n

lim

(b1+b2+b3+…+bn).

[考场错解] (Ⅰ)a2=a1+[image: image168.wmf]4

1

=a+[image: image169.wmf]4

1

,a3=[image: image170.wmf]2

1

a2=[image: image171.wmf]2

1

a[image: image172.wmf]8

1

;

(Ⅱ)bn+1=a2n+1-[image: image173.wmf]4

1
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.
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.[image: image174.wmf]
(Ⅲ)求[image: image175.wmf]¥

®

n

lim

(b1+b2+b3+…+bn)= [image: image176.wmf]¥

®

n

lim

[image: image177.wmf]4

1

1

)
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1

(

1

-

-

n

b

=[image: image178.wmf]3
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[专家把脉]在求证bn是等比数列是时，[image: image179.wmf]2

2

2

-

n

n

a

a

式子中，an中n为偶数时，[image: image180.wmf]2

1

1

=

+

n

n

a

a

  是连续两项，并不能得出[image: image181.wmf]4

1

2

=

+

n

n

a

a

.

[对症下药] (Ⅰ)a2=a1+[image: image182.wmf]4

1

=a+[image: image183.wmf]4

1

,a3=[image: image184.wmf]2

1

a2=[image: image185.wmf]2

1

a+[image: image186.wmf]8

1

;

(Ⅱ)∵a4=a3+[image: image187.wmf]4

1

=[image: image188.wmf]2

1

a+[image: image189.wmf]8

3

,所以a5=[image: image190.wmf]2

1

a4=[image: image191.wmf]4

1

a+[image: image192.wmf]16

3

,所以b1=a1-[image: image193.wmf]4

1

=a-[image: image194.wmf]4

1

,b2=a3-[image: image195.wmf]4

1

=[image: image196.wmf]2

1

(a-[image: image197.wmf]4

1

),b3=a5-[image: image198.wmf]4

1

=[image: image199.wmf]4

1

(a-[image: image200.wmf]4

1

),猜想:{bn}是公比为[image: image201.wmf]2

1

的等比数列.

证明如下:因为bn+1=a2n+1-[image: image202.wmf]4

1

=[image: image203.wmf]2

1

a2n-[image: image204.wmf]4

1

=[image: image205.wmf]2

1

(a2n-1-[image: image206.wmf]4

1

)=[image: image207.wmf]2

1

bn,(n∈N*)所以{bn}是首项为a-[image: image208.wmf]4

1

,公比为[image: image209.wmf]2

1

的等比数列.

(Ⅲ)求[image: image210.wmf]¥

®

n

lim

(b1+b2+b3+…+bn)= [image: image211.wmf]¥

®

n

lim

[image: image212.wmf]).
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专家会诊1.证明等比数列时应运用定义证[image: image213.wmf]n

n

a

a

1

+

为非0常数,而不能[image: image214.wmf]1

-

n

n

a

a

(此时n≥2).2.等比数列中q可以取负值.不能设公比为q2.3.会运用等比数列性质,“若m+n=p+k,则am·an=ap·ak”.

命题角度 4   等差与等比数列的综合

1.(典型例题)已知数列{an}的前n项和Sn=a[2-([image: image215.wmf]2

1

)n-1]-b[2-(n+1)([image: image216.wmf]2

1

)n-1](n=1,2,…),其中a,b是非零常数,则存在数列{xn}、{yn}使得（  ）

A.an=xn+yn,其中{xn}为等差数列，{yn}为等比数列   B．an=xn+yn,其中{xn}和{yn}都为等差数列

C．an=xn·yn,其中{xn}为等差数列，{yn}为等比数列D．an=xn·yn,其中{xn}和{yn}都为等比数列

[考场错解]∵a[2-([image: image217.wmf]2

1

)n-1]=xn，b[2-(n-1)([image: image218.wmf]2

1

)n-1]=yn,又∵xn,yn成等比数列，故选D.

[专家把脉]应从数列{an}的前n项和Sn的表达式入手，而不能从形式上主观判断.

[对症下药] C. a1=S1=3a  an=Sn-Sn-1=a[2+([image: image219.wmf]2

1

)n-1]-b[2-(n+1)·([image: image220.wmf]2

1

)n+1]
-a[2+([image: image221.wmf]2

1

)n-2]+b[2-n([image: image222.wmf]2

1

)n-2]=(bn-b-a)·([image: image223.wmf]2

1

)n-1  ∵{([image: image224.wmf]2

1

)n-1}为等比数列,{bn-a-b}为等差数列.
2.已知数列{an}是首项为a且公比q不等于1的等比数列，Sn是其前n项和，a1,2a7,3a4成等差数列.(Ⅰ) 证明12S3,S6,S12-S6成等比数列; (Ⅱ)求和Tn=a1+2a4+3a7+…+na3n-2.

[考场错解] (Ⅰ)由a1,2a7,3a4 成等差数列.得4a7=a1+3a4,4aq6=a+3aq3.从而可求q3=-[image: image225.wmf]4

1

,或q3=1.当q3=-[image: image226.wmf]4

1

时，[image: image227.wmf]3
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12

S

S

=[image: image228.wmf]16

1

，[image: image229.wmf]6

6

12

S

S

S

-

=q6=[image: image230.wmf]16

1

.故12S3，S6，S12-S6成等比数列.当q3=1时,[image: image231.wmf]3

6

12

S

S

=[image: image232.wmf]6

1

，[image: image233.wmf]6

6

12

S

S

S

-

=q6=1.故12S3,S6,S12-S6不成等比数列.

[专家把脉]本题条件中已规定q≠1.故应将q=1时舍去.

[对症下药](Ⅰ)证明:由a1,2a7,3a4成等差数列.得4a7=a1+3a4,即4aq6=a+3aq3.变形得(4q3+1)(q3-1)=0,所以q3=-[image: image234.wmf]4

1

或q3=1(舍去)由[image: image235.wmf]3

6

12

S

S

=[image: image236.wmf],
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[image: image237.wmf]6
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=[image: image238.wmf]=
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S

S

1+q6-1=q6=[image: image239.wmf]16

1

,得[image: image240.wmf]3

6

12

S

S

=[image: image241.wmf]6

6

12

S

S

S

-

.所以12S3,S6,S12-S6成等比数列. 
(Ⅱ)解法:Tn=a1+2a4+3a7+…+na3a-2=a+2aq3+3aq6+…+naq3(n-2),
即Tn=a+2·(-[image: image242.wmf]4

1

)a+3·(-[image: image243.wmf]4

1

)2a+…+n·(-[image: image244.wmf]4

1

)n-1a.    ①
①×(-[image: image245.wmf]4

1

)3a得:-[image: image246.wmf]4

1

Tn=-[image: image247.wmf]4

1

a+2·(-[image: image248.wmf]4

1

)2a+3·(-[image: image249.wmf]4

1

)3a+…+n·(-[image: image250.wmf]4

1

)na     ②
①-②有：[image: image251.wmf]4

5

Tn=a+(-[image: image252.wmf]4

1

)a+(-[image: image253.wmf]4

1

)2a+(-[image: image254.wmf]4

1

)3a+…(-[image: image255.wmf]4

1

)n-1a-n·(-[image: image256.wmf]4

1

)na
=[image: image257.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

ú

ú

û

ù

ê

ê

ë

é

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

4

1

1

4

1

1

n

a

-n·(-[image: image258.wmf]4

1

)na=[image: image259.wmf]5

4

a-([image: image260.wmf]5
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+n)·(-[image: image261.wmf]4

1

)na.所以Tn=[image: image262.wmf]÷
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·(-[image: image263.wmf]4
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[image: image1136.jpg]


3.如图，△OBC的三个顶点坐标分别为（0，0）、（1，0）、（0，2），设P1为线段BC的中点，P2为线段CO的中点，P3为线段OP1的中点，对于每一个正整数n,Pn+3为线段PnPn+1的中点，令Pn的坐标为（xn,yn）,an=[image: image264.wmf]2

1

yn+yn+1+yn+2.
(Ⅰ)求a1,a2,a3及an;(Ⅱ)证明yn+4=1-[image: image265.wmf]4

n

y

,n∈N*,(Ⅲ)若记bn=y4n+4-y4n,n∈N*,证明{bn}是等比数列.

[考场错解]（1）∵y1=y2=y4=1,y3=[image: image266.wmf]2

1

,y5=[image: image267.wmf]4

3

,可求得a1=a2=a3=2,由此类推可求得an=2

(Ⅱ)将[image: image268.wmf]2

1

yn+yn+1+yn+2=2同除以2，得yn+4=[image: image269.wmf],

2
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+
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n

y

y

∴yn+4=1-[image: image270.wmf]4

4

y

.

[image: image1137.jpg]


(Ⅲ)bn+1=y4n+8-y4n+4=-[image: image271.wmf]4

1

(y4n+4-y4n)=- [image: image272.wmf]4

1

bn.∴[image: image273.wmf]n

n

b

b

1

+

=-[image: image274.wmf]4

1

.故{bn}是等比数列.
[专家把脉]第(Ⅰ)问题运用不完全归纳法求出an的通项.理由不充分,第(Ⅲ)问中[image: image275.wmf]n

n

b

b

1

+

=-[image: image276.wmf]4

1

.要考虑b1是否为0.即[image: image277.wmf]n

n

b

b

1

+

有意义才更完整.

[对症下药] (Ⅰ)因为y1=y2=y4=1,y3=[image: image278.wmf]2

1

 ,y5=[image: image279.wmf]4

3

,所以a1=a2=a3=2.又由题意可知yn+3=[image: image280.wmf]2

1
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+

n

n

y

y

.∴an+1=[image: image281.wmf]2

1

yn+1+yn+2+yn+3=[image: image282.wmf]2

1

yn+1+yn+2+[image: image283.wmf]2
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y

y

=[image: image284.wmf]2

1

yn+yn+1+yn+2=an,∴{an}为常数列.∴an=a1=2,n∈N*.
(Ⅱ)将等式[image: image285.wmf]2
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yn+yn+1+yn+2=2两边除以2,得[image: image286.wmf]4
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=1,又∵yn+4=[image: image288.wmf]2
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,∴yn+4=1-[image: image289.wmf]4
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(Ⅲ)∵bn+1=y4n+8-y4n+4=[image: image290.wmf]÷
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(y4n+4-y4n)=- [image: image293.wmf]4
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 bn,又∵b1=y8-y4=-[image: image294.wmf]4

1

≠0,∴{bn}是公比为-[image: image295.wmf]4
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 的等比数列.

4.在等差数列{an}中,公差d≠0,a2是a1与a4的等比中项.已知数列a1,a3,[image: image296.wmf]2

1

,

k

k

a

a

,…,akn,…成等比数列,求数列{kn}的通项kn.

[考场错解]∵an=a1+(n-1)d,[image: image297.wmf]2

2

a

=a1·a4
∴(a1+d)2=a1(a1+3d).∴d=a1,∴an=nd.a1=d.a3=3d.∴[image: image298.wmf]1
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=q=3.∴{kn}是公比为3的等比数列.∴kn=1·3n-1=3n-1.

[专家把脉]错因在把k1当作数列{an}的首项.k1=1.而实际上k1=9.

[对症下药]依题设得an=a1+(n-1)d,[image: image302.wmf]2

2

a

=a1a4,∴(a1+d)2=a1(a1+3d),整理得d2=a1d, ∵d≠0,∴d=a1,得an=nd,所以,由已知得d,3d,k1d,k2d,…kndn…是等比数列.由d≠0,所以数列1,3,k1,k2,…kn,…  也是等比数列,首项为1,公比为q=[image: image303.wmf]1

3

=3,由此得k1=9.等比数列{kn}的首项k1=9,公比q=3,所以kn=9×qn-1=3n+1(n=1,2,3,…),即得到数列{kn}的通项kn=3n+1.
专家会诊1.赋值法在解等差、等比数列问题中是常用方法.从而求出系数的值及从中找出规律.2.等比数列中应注意考虑公比等于1的特殊情况,等比数列中的公差为0的特殊情况在解题时往往被忽视.3在等差数列与等比数列中,经常要根据条件列方程(组)求解.要注意常两种情形的不同之处.

命题角度5  数列与解析几何、函数、不等式的综合
1．已知定义在R上的函数f(x)和数列{an}满足下列条件：a1=a,an=f(aa-1)(n=2,3,4,…),a2≠a1,f(an)-f(an-1)=k(an-an-1)(n=2,3,4,…),其中a为常数，k为非零常数.(Ⅰ)令bn=aa+1-an(n∈N*),证明数列{bn}是等比数列；(Ⅱ)求数列{an}的通项公式；(Ⅲ)当|k|＜1时，求[image: image304.wmf]¥
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[考场错解](Ⅰ)证明:由b1=a2-a1≠0,可得：b2=a3-a2=f(a2)-f(a1)=k(a2-a1)≠0.由数学归纳法可证bn=an+1-an≠0(n∈N*).由题设条件，当n≥2时[image: image305.wmf]1
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故数列{bn}是公比为k的等比数列.

(Ⅱ)由(Ⅰ)知bn=kn-1(a2-a1)(n∈N*)b1+b2+…+bn-1=(a2-a1)[image: image306.wmf]k
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 而b1+b2+…+bn-1=a2-a1+a3-a2+…+an-an-1=an-a1(n≥2)∴an-a1=(a2-a1)[image: image307.wmf]k
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2.如图，直线l1:y=kx+1-k(k≠0，k≠[image: image313.wmf]2

1

±

)与l2相交于点P.直线l1与x轴交于点P1,过点P1作x轴的垂线交于直线l2于点Q1,过点Q1作y轴的垂线交直线l1于点P2，过点P2作x轴的垂线交直线l2于点Q2，…这样一直作下去，可得到一系列点P1，Q1，P2，Q2，…点Pn(n=1,2,…)的横坐标构成数列{xn}.

(Ⅰ)证明xn+1-1=[image: image314.wmf]k

2

1

(xn-1)，(n∈N*);（Ⅱ）求数列{xn}的通项公式；

（Ⅲ）比较2|PPn|2与4k2|PP1|2+5的大小.

[考场错解]证明：设点Pn的坐标是（xn,yn）,由已知条件得点Qn、Pn+1的坐标分别是：

[image: image315.wmf]÷
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.由Pn+1在直线l1上，得[image: image316.wmf]2
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= kxn+1+1-k.所以[image: image317.wmf]2

1

（xn-1）=k(xn+1-1).

即xn+1-1=[image: image318.wmf]k

2

1

（xn-1）,n∈N*.

(Ⅱ)由（Ⅰ）知[image: image319.wmf]=
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[image: image320.wmf]k
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1

，故{xn-1}是等比数列，且首项x1-1=-[image: image321.wmf]k

1

，公比为[image: image322.wmf]k

2

1

.从而求得xn=1-2×([image: image323.wmf]k

2

1

)n,n∈N*.

[专家把脉] （Ⅱ）问中对于xn+1-1=[image: image324.wmf]k

2

1

(xn-1)先应考虑xn-1能否为0，继而可求.

[对症下药]（Ⅰ）同错解中（Ⅰ）.

（Ⅱ）解法：由题设知x1=1-[image: image325.wmf]k

1

,x1-1=-[image: image326.wmf]k

1

≠0,又由（Ⅰ）知xn+1-1=[image: image327.wmf]k

2

1

(xn-1), 所以数列{xn-1}是首项为x1-1,公比为[image: image328.wmf]k

2

1

的等比数列.从而xn-1=-[image: image329.wmf]k

1

×([image: image330.wmf]k

2

1

)n-1,即xn=1-2×([image: image331.wmf]k
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)n,n∈N*.

（Ⅲ）解法：由[image: image332.wmf]ï
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得点P的坐标为（1，1）.所以2|PPn|2=2(xn-1)2+2(kxn+1-k-1)2=8×([image: image333.wmf]k

2

1

)2n+2(2[image: image334.wmf]k

2

1

)2n-2,4k2|PP1|2＋5＝4k2[(1-[image: image335.wmf]k

1

-1)2(0-1)2]+5=4k2+9.

（i）当|k|＞[image: image336.wmf]2

1

，即k＜-[image: image337.wmf]2

1

或k＞[image: image338.wmf]2

1

时，4k2 |PP1|2+5＞1+9=10.D而此时0＜|[image: image339.wmf]k

2

1

|＜1，所以2|PPn|2＜8×1+2=10,故2|PPn|2＜4k2|PP1|2+5.

(ii)当0＜|k|＜[image: image340.wmf]2

1

，即k∈（-[image: image341.wmf]2

1

，0）∪（0，[image: image342.wmf]2

1

）时，4k2|PP1|2+5＜1+9=10.而此时|[image: image343.wmf]k

2

1

|＞1，所以2|PPN|2＞8×1+2=10.故2|PPn|2＞4k2|PP1|2+5.

3.已知函数f(x)=[image: image344.wmf]).
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设数列{an}满足a1=1,an+1=f(an),数列{bn}满足bn=|an-[image: image345.wmf]3

|，Sn=b1+b2+…+bn(n∈N*).（Ⅰ）用数学归纳法证明bn≤[image: image346.wmf]1
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；（Ⅱ）证明Sn＜[image: image347.wmf]3
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[考场错解](Ⅰ)bn=|an-[image: image348.wmf]3
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（Ⅱ）Sn=b1+b2+…+bn＜([image: image354.wmf]3
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[专家把脉]运用叠代法时并不能化简成[image: image357.wmf]1
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[对症下药](Ⅰ)证明：当x≥0时,f(x)=1+[image: image358.wmf]1
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≥1.因为a1=1,所以an≥1(n∈N*).下面用数学归纳法证明不等式bn≤[image: image359.wmf]1
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(1)当n=1时，b1=[image: image360.wmf]3

-1,不等式成立，（2）假设当n=k时，不等式成立，即bk≤[image: image361.wmf]1
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.所以，当n=k+1时，不等式也成立.根据（1）和（2），可知不等式对任意n∈N*都成立.

(Ⅱ)证明：由（Ⅰ）知，bn≤[image: image364.wmf]1
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[专家会诊]函数、数列、解析几何三者的综合，展示了知识的交汇性，方法的灵活性.因此解此类题目应充分运用函数与数列的联系，即数列是一种特殊函数，以及解析几何中方程与函数、数列的关系来解题.而数列与不等式的综合更显出问题的综合性.

命题角度6  数列的应用

1.某企业20典型例题)若an=n2+An,且数列{an}为递增数列，则实数的取值范围是____________.

[考场错解]  ∵（n,an）(n[image: image371.wmf]Î

N+)是函数f(x)=x2+λx图象上的点，且数列{an}为递增数列，

只需-[image: image372.wmf]2

l

≤1，即λ≥-2，∴λ的取值范围是[-2，+∞]．

    [专家把脉]  忽视了数列的离散型特征．数列{an}为递增数列，只要求满足a1<a2<…<an<…

    [对症下药]  ∵数列{an}是递增数列，且an=n2+λn，其对称轴x=-[image: image373.wmf]2

A

既可以不超过直线x=1，也可以在 1<x<[image: image374.wmf]2

3

之间，故-[image: image375.wmf]2

A

<[image: image376.wmf]2

3

，即λ>-3． ∴λ的取值范围是(-3，+∞)．(答案不唯一，λ>-3的所有实数均可)． 
4．(典型例题)自然状态下的鱼类是一种可再生资源，为持续利用这一资源，需从宏观上考察其再生能力及捕捞强度对鱼群总量的影响．用xn表示某鱼群在第n年年初的总量，n∈N+,且x1>0．不考虑其他因素，设在第n年内鱼群的繁殖量及捕捞量都与Xn成正比，死亡量与x2n成正比，这些比例系数依次为正常数a，b，C，(Ⅰ)求xn+1与xn的关系式；(Ⅱ)猜测：当且仅当x1,a，b，c满足什么条件时，每年年初鱼群的总量保持不变?(不要求证明) (Ⅲ)设a=2，c=1，为保证对任意x1∈(0，2)，都有xn>0，n∈N+，则捕捞强度b的最大允许值是多少?证明你的结论．

   [考场错解] (1)xn+1 -xn=axn-bxn-cx2n (axn，bxn，cx2n分别为繁殖量、捕捞量，死亡量)

   (Ⅱ)xn=x1(n∈N+)．由(Ⅰ)式得xn(a-b-cxn)=0．   ∴x1=[image: image377.wmf]c

b

a

-


    (Ⅲ)∵x1 ∈(0，2)．a=2．c=1．∴0<2-b<2 0<b<2．  故b最大值为2．

   [专家把脉]  (Ⅲ)问中使用了第(Ⅱ)问的结论，而第(Ⅲ)中并不一定每年年初鱼群的总量不变．
    [对症下药]  (1)从第n年初到第n+1年初，鱼群的繁殖量为axn，被捕捞量为bxn，死亡量为cx2n，因此xx+1- xn=axn-bxn-cx2n，n∈N*．(*)  即xn+1=xn(a-b+1- cxn)，n∈N*．(答案：)

(Ⅱ)若每年年初鱼群总量保持不变，则xn恒等于x1，n∈N*，从而由(*)式得xn(a-b-cxn)恒等于0，n∈ N*，所以a-b-cx1=0．即x1=[image: image378.wmf].

c

b
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因为x1>0，所以a>b．猜测：当且仅当a>b，且x1=[image: image379.wmf]c

b

a

-

时，每年年初鱼群的总量保持不变．

    (Ⅲ)若b的值使得xn>0，n∈N*，由xn+1=xn(3-b-xn)，n∈N*，知0<xn<3-b，n∈N*，特别地，有0<x1<3 -b．即0<b<3-x1.而x1∈(0，2)，所以b∈(0，1]，由此猜测b的最大允许值是1．下证，当x1∈(0，2)，b=1时，都有xn∈(0，2)，n∈N*  ①当n=1时，结论显然成立． ②假设当n=k时结论成立，即xk∈(0，2)，则当n =k+1时，xk+1=xk(2-xk)>0．又因为xk+1=xk(2- xk)=-(xk-1)2+l≤1<2，所以xk+1∈(0，2)，故当n=k+1时结论也成立．由①、②可知，对于任意的n∈N*，都有xn∈(0，2)．综上所述，为保证对任意x1∈(0，2)，都有xn>0，n∈N*，则捕捞强度b的最大允许值是1． 
5．假设某市：2004年新建住房400万平方米，其中有250万平方米是中低价房．预计在今后的若干年内，该市每年新建住房面积平均比上一年增长8％．另外，每年新建住房中，中低价房的面积均比上一年增加50万平方米．那么，到哪一年底，(1)该市历年所建中低价房的累计面积(以2004年为累计的第一年)将首次不少于4750万平方米?(2)当年建造的中低价房的面积占该年建造住房面积的比例首次大于85％?

[考场错解]  (1){an}是等差数列  an是中低价房面积．a1=250，d=50．∴Sn=25n2+225n由25n2+ 225n

≥4750即n≥10．

(2)设几年后新建住房面积S为：400(1+8％)n． 85％<25n2+225n．

 [专家把脉]  (2)问中应是第几年的中低价房的面积而不是累计面积．

 [对症下药]  (1)设中低价房面积形成数列{an}，由题意可知{an}是等差数列，其中a1=250，d=50，则Sn= 250n+[image: image380.wmf]2
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n

n

×50=25n2+225n，  令25n2+225n≥4750，即n2+9n-190≥0，而n是正整数，∴n≥10．到 2013年底，该市历年所建中低价房的累计面积将首次不少于4750万平方米．设新建住房面积形成数列{bn}，由题意可知 {bn}是等比数列，其中b1=400，q=1．08，则bn=400·(1．08)n-1·0．85．由题意可知an>0．85bn，有250+ (n-1)·50>400·(1．08)n-1·0．85．由计算器解得满足上述不等式的最小正整数n=6．到2009年底，当年建造的中低价房的面积占该年建造住房面积的比例首次大于85％．
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≥２时[image: image585.wmf]1

nnn

aSS

-

=-

＝[image: image586.wmf]22

4(1)4(1)

nnnn

éù

-----

ëû

＝[image: image587.wmf]25

n

-

；（4分）
当[image: image588.wmf]1

n

=

时，[image: image589.wmf]11

3

aS

==-

 ，满足上式；（5分）∴数列｛[image: image590.wmf]n

a

｝的通项公式为[image: image591.wmf]25

n

an

=-

   （6分）

（Ⅱ）由[image: image592.wmf]1

(5)2

n

nn

ba

-

=+×

得[image: image593.wmf]2

n

n

bn

=×

（7分）∴[image: image594.wmf]231

122232(1)22

nn

n

Tnn

-

=´+´+´++-×+×

L

①（8分）
上式两边乘以2，得[image: image595.wmf]2341

2122232(1)22

nn

n

Tnn

+

=´+´+´++-×+×

L

 ②（9分）

①－②得[image: image596.wmf]231

22222

nn

n

Tn

+

-=++++-×

L

 10分∴[image: image597.wmf]1

2(12)

2

12

n

n

n

Tn

+

-

-=-×

-

，即[image: image598.wmf]1

(1)22

n

n

Tn

+

=-×+

.12分

9、在等差数列{an}中，满足3a5＝5a8，Sn是数列{an}的前n项和．（Ⅰ）若a1＞0，当Sn取得最大值时，求n的值；（Ⅱ）若a1＝－46，记bn＝eq \f(Sn－an,n)，求bn的最小值．

【解析】（Ⅰ）设{an}的公差为d，则由3a5＝5a8，得3(a1＋4d)＝5(a1＋7d)，∴d＝－eq \f(2,23)a1．

∴Sn＝na1＋eq \f(n(n－1),2)×(－eq \f(2,23)a1)＝－eq \f(1,23)a1n2＋eq \f(24,23)a1n＝－eq \f(1,23)a1(n－12)2＋eq \f(144,23)a1．

∵a1＞0，∴当n＝12时，Sn取得最大值．………（6分）
（Ⅱ）由（Ⅰ）及a1＝－46，得d＝－eq \f(2,23)×(－46)＝4，

∴an＝－46＋(n－1)×4＝4n－50，Sn＝－46n＋eq \f(n(n－1),2)×4＝2n2－48n．

∴bn＝eq \f(Sn－an,n)＝eq \f(2n2－52n＋50,n)＝2n＋eq \f(50,n)－52≥2n)eq \r(,2n×)
－52＝－32，

当且仅当2n＝eq \f(50,n)，即n＝5时，等号成立．故bn的最小值为－32．………（12分）
10、数列[image: image599.wmf]}

{

n

a

的前n项和记为Sn，[image: image600.wmf]1

at

=

，点（Sn，[image: image601.wmf]1

+

n

a

）在直线[image: image602.wmf]21

yx

=+

上，n∈N*．（Ⅰ）若数列[image: image603.wmf]{

}

n

a

是等比数列，求实数t的值；（Ⅱ）设[image: image604.wmf]n

n

na

b

=

，在（1）的条件下，求数列[image: image605.wmf]{

}

n

b

的前n项和[image: image606.wmf]n

T

；（Ⅲ）设各项均不为0的数列[image: image607.wmf]}

{

n

c

中，所有满足[image: image608.wmf]0

1

<

×

+

i

i

c

c

的整数i的个数称为这个数列[image: image609.wmf]}

{

n

c

的“积异号数”，令[image: image610.wmf]n

n

n

b

b

c

4

-

=

（[image: image611.wmf]n

[image: image612.wmf]N

*

Î

），在（2）的条件下，求数列[image: image613.wmf]}

{

n

c

的“积异号数”
【解析】（Ⅰ）由题意，当[image: image614.wmf]2

n

³

时，有[image: image615.wmf]1

1

21

21

nn

nn

aS

aS

+

-

=+

ì

í

=+

î

 （1分）两式相减，得[image: image616.wmf])

2

(

3

,

2

1

1

³

=

=

-

+

+

n

a

a

a

a

a

n

n

n

n

n

即

，（2分）

所以，当[image: image617.wmf]2

n

³

时[image: image618.wmf]{

}

n

a

是等比数列，要使[image: image619.wmf]1

n

³

时[image: image620.wmf]{

}

n

a

是等比数列，则只需[image: image621.wmf]2

1

21

3

a

t

at

+

==

从而得出[image: image622.wmf]1

t

=

（4分）

（Ⅱ）由（Ⅰ）得，等比数列[image: image623.wmf]{

}

n

a

的首项为[image: image624.wmf]1

1

a

=

，公比[image: image625.wmf]3

q

=

，∴[image: image626.wmf]1

3

n

n

a

-

=

 （5分）
∴[image: image627.wmf]1

3

n

nn

bnan

-

==×

  （6分）∴[image: image628.wmf]01221

132333(1)33

nn

n

Tnn

--

=´+´+´++-×+×

L

   ①     （7分）

上式两边乘以3得[image: image629.wmf]1231

3132333(1)33

nn

n

Tnn

-

=´+´+´++-×+×

L

  ②    （8分）

①－②得[image: image630.wmf]0121

233333

nn

n

Tn

-

-=++++-×

L

（9分）∴[image: image631.wmf]211

3

44

n

n

n

T

-

=×+

  （10分）
（Ⅲ） 由（Ⅱ）知[image: image632.wmf]1

3

n

n

bn

-

=×

，∵[image: image633.wmf]4

1

n

n

c

b

=-

∵[image: image634.wmf]1

4

13

1

c

=-=-

，[image: image635.wmf]2

41

1

233

c

=-=

´

，∴[image: image636.wmf]12

10

cc

=-<

（11分）
∵[image: image637.wmf]0

3

)

1

(

)

3

2

(

4

4

4

1

1

>

×

+

+

=

-

=

-

+

+

n

n

n

n

n

n

n

n

b

b

c

c

，∴数列[image: image638.wmf]{}

n

c

递增.（12分）

由[image: image639.wmf]2

1

0

3

c

=>

，得当[image: image640.wmf]2

³

n

时，cn>0. （13分）∴数列[image: image641.wmf]{}

n

c

的“积异号数”为1.（14分）
11、定义数列[image: image642.wmf]{

}

n

a

： [image: image643.wmf]12

1,2

aa

==

，且对任意正整数[image: image644.wmf]n

，有[image: image645.wmf]1

2

2(1)(1)1

nn

nn

aa

+

+

éù

=+-+-+

ëû

.

（Ⅰ）求数列[image: image646.wmf]{

}

n

a

的通项公式与前[image: image647.wmf]n

项和[image: image648.wmf]n

S

；（Ⅱ）问是否存在正整数[image: image649.wmf],

mn

，使得[image: image650.wmf]221

nn

SmS

-

=

？若存在，则求出所有的正整数对[image: image651.wmf](,)

mn

；若不存在，则加以证明.

【解析】考查了等差、等比数列的通项公式、求和公式，数列的分组求和等知识，考查了学生变形的能力，推理能力，探究问题的能力，分类讨论的数学思想、化归与转化的思想以及创新意识．
（Ⅰ）对任意正整数[image: image652.wmf]k

， [image: image653.wmf]212

212121

2(1)(1)12

kk

kkk

aaa

-

+--

éù

=+-+-+=+

ëû

，
[image: image654.wmf]221

2222

2(1)(1)13

kk

kkk

aaa

+

+

éù

=+-+-+=

ëû

.1分 所以数列[image: image655.wmf]{

}

21

k

a

-

是首项[image: image656.wmf]1

1

a

=

,公差为[image: image657.wmf]2

等差数列；数列[image: image658.wmf]{

}

2

k

a

是首项[image: image659.wmf]2

2

a

=

,公比为[image: image660.wmf]3

的等比数列2分
对任意正整数[image: image661.wmf]k

,[image: image662.wmf]21

21

k

ak

-

=-

,[image: image663.wmf]1

2

23

k

k

a

-

=´

.3分
所以数列[image: image664.wmf]{

}

n

a

的通项公式[image: image665.wmf]1

21,21

,.

23,2

n

k

knk

ak

nk

*

-

-=-

ì

ï

=Î

í

´=

ï

î

N

或[image: image666.wmf]1

2

,21

,.

23,2

N

n

n

nnk
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nk
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-
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ì

ï

=Î

í

ï
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î

  4分

对任意正整数[image: image667.wmf]k

,[image: image668.wmf]21321242

()()

kkk

Saaaaaa

-

=+++++++

LL


[image: image669.wmf](121)2(13)

213

k

kk

+--

=+

-

[image: image670.wmf]2

31

k

k

=+-

. 5分[image: image671.wmf]2112

2122

312331

kkk

kkk

SSakk

--

-

=-=+--´=+-

 6分

所以数列[image: image672.wmf]{

}

n

a

的前[image: image673.wmf]n

项和为[image: image674.wmf]12

2

31,21

,

31,2

k

n

k

knk

Sk

knk

-

*

ì

+-=-

ï

=Î

í

+-=

ï

î

N

. 
或 [image: image675.wmf]1

2

2

2

2

23

3,21

4

,

31,2

4

N

n

n

n

nn

nk
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n

nk

-

*

ì

+-

+=-
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ï

=Î

í
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+-=

ï
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7分

 （Ⅱ）[image: image676.wmf]212

221

31(31)

nn

nn

SmSnmn

-

-

=Û+-=+-

[image: image677.wmf]12

3(3)(1)(1)

n

mmn

-

Û-=--

,从而[image: image678.wmf]3

m

£

,由[image: image679.wmf]m

*

Î

N

知[image: image680.wmf]1,2,3.

m

=

   8分

①当[image: image681.wmf]1

m

=

时, [image: image682.wmf]12

3(3)0(1)(1)

n

mmn

-

->=--

,即[image: image683.wmf]221

nn

SmS

-

¹

；9分

②当[image: image684.wmf]3

m

=

时, [image: image685.wmf]2

2(1)0,1

nn

-==

,即[image: image686.wmf]21

3

SS

=

；10分

③当[image: image687.wmf]2

m

=

时, [image: image688.wmf]12

31(1)(1)

n

nnn

-

=-=-+

,则存在[image: image689.wmf]1212

,,

N

kkkk

Î<

,

使得[image: image690.wmf]12

12

13,13,1,

kk

nnkkn

-=+=+=-

从而[image: image691.wmf]21121

333(31)2

kkkkk

-

-=-=

,得[image: image692.wmf]121

31,312

kkk

-

=-=

,

[image: image693.wmf]121

0,1

kkk

=-=

，得[image: image694.wmf]2

n

=

,即[image: image695.wmf]43

2

SS

=

.  13分

综上可知,符合条件的正整数对[image: image696.wmf](,)

mn

只有两对：[image: image697.wmf](2,2)

与[image: image698.wmf](3,1).


14分


12、在数列[image: image699.wmf]{

}

n

a

中，已知[image: image700.wmf]1

³

n

a

，[image: image701.wmf]1

1

=

a

，且[image: image702.wmf]+

+

+

Î

-

+

=

-

N

n

a

a

a

a

n

n

n

n

,

1

2

1

1


（Ⅰ）记[image: image703.wmf]+

Î

-

=

N

n

a

b

n

n

,

)

2

1

(

2

,求证：数列[image: image704.wmf]{

}

n

b

是等差数列；（Ⅱ）求[image: image705.wmf]{

}

n

a

的通项公式；（Ⅲ）对[image: image706.wmf]+

Î

"

N

k

, 是否总[image: image707.wmf]+

Î

$

N

m

使得[image: image708.wmf]k

a

m

=

？若存在，求出[image: image709.wmf]m

的值，若不存在，请说明理由。

【解析】（Ⅰ）由题意得[image: image710.wmf]2
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  又[image: image711.wmf]4

1

2

1

2

1

1

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=

a

b

，故[image: image712.wmf]{

}

n

b

是以[image: image713.wmf]4

1

为首项，以2为公差的等差数列；      4分

（Ⅱ）由（Ⅰ）得[image: image714.wmf]*
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,
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  [image: image715.wmf]*
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n

a

n

,

4
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1

      8分

（Ⅲ）设对任意[image: image716.wmf]*

Î

N

k

存在[image: image717.wmf]*

Î

N

m

,使得[image: image718.wmf]k

a

m

=

,即[image: image719.wmf]k

m

=

-

+

4

7

2

2

1

整理得

[image: image720.wmf]2

2
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(

8

8

)

1

(

4

+

-

=

+

-

=

k
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k
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，而[image: image721.wmf])

1

(

-

k

k

总为偶数且非负，故[image: image722.wmf]*
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-

=

N

k

k

m

2

2

)

1

(

 13分
13、设[image: image723.wmf]0,

b

>

数列[image: image724.wmf]{

}

n

a

满足[image: image725.wmf]1

1

1

=,(2)
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n

n

n
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-

-

=³

+-

．（Ⅰ）求数列[image: image726.wmf]{

}

n

a

的通项公式；（Ⅱ）证明：对于一切正整数[image: image727.wmf]n

，[image: image728.wmf]1

1

1

2

n

n

n

b

a

+

+

£+

．
【解析】：（Ⅰ）由[image: image729.wmf]1

1
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0,0,.
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令[image: image730.wmf]1

1

,

n

n

n
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==

，当[image: image731.wmf]2

³

n

时，[image: image732.wmf]1

2

1

-

+

=

n

n

A

b

b

A

[image: image733.wmf]21
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 [image: image734.wmf]21
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  ① 当[image: image735.wmf]2
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¹

时， [image: image736.wmf]12
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  ② 当[image: image737.wmf]2

=

b

时，[image: image738.wmf]2

n

A
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=

，[image: image739.wmf](2)
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．………7分
（Ⅱ）当[image: image740.wmf]2

b

¹

时，要证[image: image741.wmf]1

1

1

2

n

n

n

b

a

+

+

£+

，只需证[image: image742.wmf]1

2
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只需证[image: image743.wmf]2
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[image: image744.wmf]2
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因为[image: image745.wmf]1111121
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[image: image746.wmf]1122222111
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[image: image747.wmf]21
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 [image: image748.wmf]1
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．
  [image: image749.wmf]1

1

(2)

1.
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\=<+

-

当[image: image750.wmf]1

1

2,21.
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n
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n

b
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+

+

===+

时

综上所述[image: image751.wmf]1

1

1.
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n

n

n

b
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+
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£+

……14分

14、已知在数列[image: image752.wmf]}

{

n

a

中，[image: image753.wmf]1

1

=

a

，[image: image754.wmf]d

qa

a

n

n

+

=

-

+

1

2

1

2

（[image: image755.wmf],

,

R

q

R

d

Î

Î

且[image: image756.wmf])

,

0

+

Î

¹

N

n

q

（Ⅰ）若[image: image757.wmf]}

{

1

2

-

n

a

是等比数列，求[image: image758.wmf]q

与[image: image759.wmf]d

满足的条件；（Ⅱ）当[image: image760.wmf]0

=

d

，[image: image761.wmf]2

=

q

时，某点从原点出发，第1次向右（沿[image: image762.wmf]x

轴正向）移动，第2次向上（[image: image763.wmf]y
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19、已知数列{an}各项均为正数，Sn为其前n项和，对于[image: image990.png]nEN*



，总有[image: image991.png]Ay Sps a,,2



成等差数列.
（Ⅰ）求数列{an}的通项an（Ⅱ）设数列[image: image992.png]{—)



的前n项和为Tn,数列{Tn}的前n项和为Rn,求证：[image: image993.png]“n

=



[image: image994.png]nEN*



时，[image: image995.png]R, =n(T,-1)



；（Ⅲ）对任意[image: image996.png]n=2, nEN*



，试比较[image: image997.png]


与[image: image998.png]


的大小
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∴ 当n=k+1时，等式也成立．综合①②知，原等式对n≥2，n∈N*均成立．   ……10分
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顺次为一次函数[image: image1036.wmf]8

1

4

+

=

x

y
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的通项公式，并证明[image: image1049.wmf]}
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取[image: image1071.wmf].
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当n为正偶数时，[image: image1072.wmf],
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取[image: image1075.wmf]2
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，得[image: image1076.wmf].
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综上可知，存在满足题意的直角三角形，此时[image: image1077.wmf]a

的值为[image: image1078.wmf].
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………..13分
21、设曲线[image: image1079.wmf]C

：[image: image1080.wmf]22

1

xy
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上的点[image: image1081.wmf]P

到点[image: image1082.wmf](
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的距离的最小值为[image: image1083.wmf]n

d
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（Ⅰ）求数列[image: image1087.wmf]{
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成立?请说明理由.

【解析】（Ⅰ）设点[image: image1092.wmf](
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成立. …………14分
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