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平面解析几何
一、高考预测

解析几何初步的内容主要是直线与方程、圆与方程和空间直角坐标系，该部分内容是整个解析几何的基础，在解析几何的知识体系中占有重要位置，但由于在高中阶段平面解析几何的主要内容是圆锥曲线与方程，故在该部分高考考查的分值不多，在高考试卷中一般就是一个选择题或者填空题考查直线与方程、圆与方程的基本问题，偏向于考查直线与圆的综合，试题难度不大，对直线方程、圆的方程的深入考查则与圆锥曲线结合进行．根据近年来各地高考的情况，解析几何初步的考查是稳定的，预计2012年该部分的考查仍然是以选择题或者填空题考查直线与圆的基础知识和方法，而在解析几何解答题中考查该部分知识的应用．

圆锥曲线与方程是高考考查的核心内容之一，在高考中一般有1～2个选择题或者填空题，一个解答题．选择题或者填空题在于有针对性地考查椭圆、双曲线、抛物线的定义、标准方程和简单几何性质及其应用，试题考查主要针对圆锥曲线本身，综合性较小，试题的难度一般不大；解答题中主要是以椭圆为基本依托，考查椭圆方程的求解、考查直线与曲线的位置关系，考查数形结合思想、函数与方程思想、等价转化思想、分类与整合思想等数学思想方法，这道解答题往往是试卷的压轴题之一．由于圆锥曲线与方程是传统的高中数学主干知识，在高考命题上已经比较成熟，考查的形式和试题的难度、类型已经较为稳定，预计2012年仍然是这种考查方式，不会发生大的变化．

解析几何的知识主线很清晰，就是直线方程、圆的方程、圆锥曲线方程及其简单几何性质，复习解析几何时不能把目标仅仅定位在知识的掌握上，要在解题方法、解题思想上深入下去．解析几何中基本的解题方法是使用代数方程的方法研究直线、曲线的某些几何性质，代数方程是解题的桥梁，要掌握一些解方程(组)的方法，掌握一元二次方程的知识在解析几何中的应用，掌握使用韦达定理进行整体代入的解题方法；数学思想方法在解析几何问题中起着重要作用，数形结合思想占首位，其次分类讨论思想、函数与方程思想、化归与转化思想，如解析几何中的最值问题往往就是建立求解目标的函数，通过函数的最值研究几何中的最值．复习解析几何时要充分重视数学思想方法的运用．
二、知识导学

(一)直线的方程

1.点斜式：[image: image778.png]


；2. 截距式：[image: image2.wmf]b
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，其中A、B不同时为0.

(二)两条直线的位置关系

两条直线[image: image6.wmf]1

l

，[image: image7.wmf]2

l

有三种位置关系：平行（没有公共点）；相交（有且只有一个公共点）；重合（有无数个公共点）.在这三种位置关系中，我们重点研究平行与相交.

设直线[image: image8.wmf]1
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的充要条件是[image: image20.wmf]1
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 (三)圆的有关问题

1.圆的标准方程
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（r＞0），称为圆的标准方程，其圆心坐标为（a，b），半径为r.

特别地，当圆心在原点（0，0），半径为r时，圆的方程为[image: image29.wmf]2
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2.圆的一般方程
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＞0）称为圆的一般方程，

其圆心坐标为（[image: image32.wmf]2
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＜0时，方程不表示任何图形.

 3.圆的参数方程

    圆的普通方程与参数方程之间有如下关系：
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 (五)椭圆的简单几何性质

1. 椭圆的几何性质：设椭圆方程为[image: image46.wmf]1
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（[image: image47.wmf]a

＞[image: image48.wmf]b

＞0）.

⑴ 范围： -a≤x≤a，-b≤x≤b，所以椭圆位于直线x=[image: image49.wmf]a

±

和y=[image: image50.wmf]b
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所围成的矩形里.

    ⑵ 对称性：分别关于x轴、y轴成轴对称，关于原点中心对称.椭圆的对称中心叫做椭圆的中心.

⑶ 顶点：有四个[image: image51.wmf]1

A

（-a，0）、[image: image52.wmf]2

A

（a，0）[image: image53.wmf]1

B

（0，-b）、[image: image54.wmf]2

B

（0，b）.

    线段[image: image55.wmf]1
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、[image: image57.wmf]1
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[image: image58.wmf]2
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分别叫做椭圆的长轴和短轴.它们的长分别等于2a和2b，a和b分别叫做椭圆的长半轴长和短半轴长. 所以椭圆和它的对称轴有四个交点，称为椭圆的顶点.

⑷ 离心率：椭圆的焦距与长轴长的比[image: image59.wmf]a
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叫做椭圆的离心率.它的值表示椭圆的扁平程度.0＜e＜1.e越接近于1时，椭圆越扁；反之，e越接近于0时，椭圆就越接近于圆.

    2.椭圆的第二定义

⑴ 定义：平面内动点M与一个顶点的距离和它到一条定直线的距离的比是常数[image: image60.wmf]a
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（e＜1＝时，这个动点的轨迹是椭圆.

⑵ 准线：根据椭圆的对称性，[image: image61.wmf]1
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(六)椭圆的参数方程

    椭圆[image: image65.wmf]1
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（[image: image66.wmf]a
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（θ为参数）.

    说明  ⑴ 这里参数θ叫做椭圆的离心角.椭圆上点P的离心角θ与直线OP的倾斜角α不同：[image: image69.wmf]q
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⑵ 椭圆的参数方程可以由方程[image: image70.wmf]1
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与三角恒等式[image: image71.wmf]1
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相比较而得到，所以椭圆的参数方程的实质是三角代换.

(七)双曲线及其标准方程

1. 双曲线的定义：平面内与两个定点[image: image72.wmf]1

F

、[image: image73.wmf]2

F

的距离的差的绝对值等于常数2a（小于|[image: image74.wmf]1

F

[image: image75.wmf]2
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|）的动点[image: image76.wmf]M

的轨迹叫做双曲线.在这个定义中，要注意条件2a＜|[image: image77.wmf]1

F

[image: image78.wmf]2
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|，这一条件可以用“三角形的两边之差小于第三边”加以理解.若2a=|[image: image79.wmf]1
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|，则动点的轨迹是两条射线；若2a＞|[image: image81.wmf]1
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|，则无轨迹.

    若[image: image83.wmf]1
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＜[image: image84.wmf]2
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时，动点[image: image85.wmf]M

的轨迹仅为双曲线的一个分支，又若[image: image86.wmf]1

MF

＞[image: image87.wmf]2

MF

时，轨迹为双曲线的另一支.而双曲线是由两个分支组成的，故在定义中应为“差的绝对值”.

2. 双曲线的标准方程：[image: image88.wmf]1
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（a＞0，b＞0）.这里[image: image90.wmf]2
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，其中|[image: image91.wmf]1
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[image: image92.wmf]2
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|=2c.要注意这里的a、b、c及它们之间的关系与椭圆中的异同.

3.双曲线的标准方程判别方法是：如果[image: image93.wmf]2

x

项的系数是正数，则焦点在x轴上；如果[image: image94.wmf]2

y

项的系数是正数，则焦点在y轴上.对于双曲线，a不一定大于b，因此不能像椭圆那样，通过比较分母的大小来判断焦点在哪一条坐标轴上.

    4.求双曲线的标准方程，应注意两个问题：⑴ 正确判断焦点的位置；⑵ 设出标准方程后，运用待定系数法求解.

(八)双曲线的简单几何性质

1.双曲线[image: image95.wmf]1
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的实轴长为2a，虚轴长为2b，离心率[image: image96.wmf]a
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＞1，离心率e越大，双曲线的开口越大.

2. 双曲线[image: image97.wmf]1
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的渐近线方程为[image: image98.wmf]x
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，那么双曲线的方程具有以下形式：
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，其中k是一个不为零的常数.

    3.双曲线的第二定义：平面内到定点（焦点）与到定直线（准线）距离的比是一个大于1的常数（离心率）的点的轨迹叫做双曲线.对于双曲线[image: image103.wmf]1
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，它的焦点坐标是（-c，0）和（c，0），与它们对应的准线方程分别是[image: image104.wmf]c
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的关系，与椭圆一样确定双曲线的标准方程只要两个独立的条件.

(九)抛物线的标准方程和几何性质

1．抛物线的定义：平面内到一定点（F）和一条定直线（l）的距离相等的点的轨迹叫抛物线。这个定点F叫抛物线的焦点，这条定直线l叫抛物线的准线。

需强调的是，点F不在直线l上，否则轨迹是过点F且与l垂直的直线，而不是抛物线。

2．抛物线的方程有四种类型：[image: image108.wmf]2
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、[image: image110.wmf]2

2

xpy

=

、[image: image111.wmf]2
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对于以上四种方程：应注意掌握它们的规律：曲线的对称轴是哪个轴，方程中的该项即为一次项；一次项前面是正号则曲线的开口方向向x轴或y轴的正方向；一次项前面是负号则曲线的开口方向向x轴或y轴的负方向。

3．抛物线的几何性质，以标准方程y2=2px为例

（1）范围：x≥0；

（2）对称轴：对称轴为y=0，由方程和图像均可以看出；

（3）顶点：O（0，0），注：抛物线亦叫无心圆锥曲线（因为无中心）；

（4）离心率：e=1，由于e是常数，所以抛物线的形状变化是由方程中的p决定的；

（5）准线方程[image: image112.wmf]2
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（6）焦半径公式：抛物线上一点P（x1，y1），F为抛物线的焦点，对于四种抛物线的焦半径公式分别为（p＞0）：[image: image113.wmf]22
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（7）焦点弦长公式：对于过抛物线焦点的弦长，可以用焦半径公式推导出弦长公式。设过抛物线y2=2px（p＞O）的焦点F的弦为AB，A（x1，y1），B（x2，y2），AB的倾斜角为α，则有①|AB|=x[image: image115.wmf]1

+x[image: image116.wmf]2

+p   ②[image: image117.wmf]2
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以上两公式只适合过焦点的弦长的求法，对于其它的弦，只能用“弦长公式”来求。

（8）直线与抛物线的关系：直线与抛物线方程联立之后得到一元二次方程：x[image: image118.wmf]2

+bx+c=0，当a≠0时，两者的位置关系的判定和椭圆、双曲线相同，用判别式法即可；但如果a=0，则直线是抛物线的对称轴或是和对称轴平行的直线，此时，直线和抛物线相交，但只有一个公共点。

(十)轨迹方程

⑴ 曲线上的点的坐标都是这个方程的解；⑵ 以这个方程的解为坐标的点都是曲线上的点.

那么，这个方程叫做曲线的方程；这条曲线叫做方程的曲线（图形或轨迹）.

注意事项

    1． ⑴ 直线的斜率是一个非常重要的概念，斜率k反映了直线相对于x轴的倾斜程度.当斜率k存在时，直线方程通常用点斜式或斜截式表示，当斜率不存在时，直线方程为x=a（a∈R）.因此，利用直线的点斜式或斜截式方程解题时，斜率k存在与否，要分别考虑.

⑵ 直线的截距式是两点式的特例，a、b分别是直线在x轴、y轴上的截距，因为a≠0，b≠0，所以当直线平行于x轴、平行于y轴或直线经过原点，不能用截距式求出它的方程，而应选择其它形式求解.

⑶求解直线方程的最后结果，如无特别强调，都应写成一般式.

⑷当直线[image: image119.wmf]1

l

或[image: image120.wmf]2

l

的斜率不存在时，可以通过画图容易判定两条直线是否平行与垂直

⑸在处理有关圆的问题，除了合理选择圆的方程，还要注意圆的对称性等几何性质的运用，这样可以简化计算.

2. ⑴用待定系数法求椭圆的标准方程时，要分清焦点在x轴上还是y轴上，还是两种都存在. ⑵注意椭圆定义、性质的运用，熟练地进行a、b、c、e间的互求，并能根据所给的方程画出椭圆.⑶求双曲线的标准方程  应注意两个问题：⑴ 正确判断焦点的位置；⑵ 设[image: image121.png]2 2
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问题（光线的反射问题）；注意证明曲线过定点方法（两种方法：特殊化、分离变量）2、注意二元二次方程表示圆的充要条件、善于利用切割线定理、相交弦定理、垂径定理等平面中圆的有关定理解题；注意将圆上动点到定点、定直线的距离的最值转化为圆心到它们的距离；注意圆的内接四边形的一些性质以及正弦定理、余弦定理。以过某点的线段为弦的面积最小的圆是以线段为直径，而面积最大时，是以该点为线段中点。3、注意圆与椭圆、三角、向量（注意利用加减法转化、利用模与夹角转化、然后考虑坐标化）结合；4、注意构建平面上的三点模型求最值，一般涉及“和”的问题有最小值，“差”的问题有最大值，只有当三点共线时才取得最值；5、熟练掌握求椭圆方程、双曲线方程、抛物线方程的方法：待定系数法或定义法，注意焦点位置的讨论，注意双曲线的渐近线方程：焦点在轴上时为 ，焦点在 轴上时为 ；注意化抛物线方程为标准形式（即2p、p、的关系）；注意利用比例思想，减少变量，不知道焦点位置时，可设椭圆方程为 。6、熟练利用圆锥曲线的第一、第二定义解题；熟练掌握求离心率的题型与方法，特别提醒在求圆锥曲线方程或离心率的问题时注意利用比例思想方法，减少变量。7、注意圆锥曲线中的最值等范围问题：产生不等式的条件一般有：①“ 法”；②离心率 的范围；③自变量 的范围；④曲线上的点到顶点、焦点、准线的范围；注意寻找两个变量的关系式，用一个变量表示另一个变量，化为单个变量，建立关于参数的目标函数，转化为函数的值域当题目的条件和结论能明显体现几何特征及意义，可考虑利用数形结合法， 注意点是要考虑曲线上点坐标(x，y)的取值范围、离心率范围以及根的判别式范围。8、求轨迹方程的常见方法：①直接法；★②几何法；★③定义法；★④相关点法； 9、注意利用向量方法， 注意垂直、平行、中点等条件以向量形式给出；注意将有关向量的表达式合理变形；特别注意遇到角的问题，可以考虑利用向量数量积解决；10、注意存在性、探索性问题的研究，注意从特殊到一般的方法。

三、易错点点睛
命题角度1对椭圆相关知识的考查 
1．设椭圆的两个焦点分别为F1、F2，过F2作椭圆长轴的垂线交椭圆于点P，若△FlPF2为等腰直角三角形，则椭圆的离心率是    (    )

  [image: image122.wmf]1

2

.

2

2

.

2

1

2

.

2

2

.

-

-

-

D

C

B

A


[image: image123.png][BRER] 4
[EFIEH] EHRFMERBENE #2E % HIEROE.
2

RHETH] D &MEB@%E%;—Z+%:1 (ar b >0) FEEAE|PF:|=|F.F:|=k

- L% kg
[PF.|=\Z & =5 ﬁkw’ﬁ 1
2 &WEEL%WME%+ =1 KRB P Hif I BN, TIRTEREERY
EMSEY ()
4 1 3
A2 B oEZ L

M =4 FRRAREELANE %+—:l KR

[BhR] 0 BEES -5 g

A

W oamc =4, b=3 k=t

[E5HERK] IR HRFER a0 b, c S




  [对症下药]  C  设双曲线方程为[image: image124.wmf]2
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b

y
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=1，则由题意知c=5，[image: image125.wmf]c
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2

=4  则a2=20  b2=5，而a=2[image: image126.wmf]5

  b=[image: image127.wmf]5

∴双曲线渐近线斜率为±[image: image128.wmf]a

b

=[image: image129.wmf]2
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3．从集合{1，2，3…，11}中任选两个元素作为椭圆方程[image: image130.wmf]2
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n

y

m
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=1中的m和n，则能组成落在矩形区域B={(x，y)‖x|<11，且|y|<9}内的椭圆个数为    (    )

  A．43    B．72    C．86    D．90

  [考场错解]  D  由题意得，m、n都有10种可能，但m≠n故椭圆的个数10×10-10=90．

  [专家把脉]  没有注意，x、y的取值不同．

  [对症下药]  B  由题意得m有10种可能，n只能从集合11，2，3，4，5，6，7，81中选取，且m≠n，故椭圆的个数：10×8-8=72．

4．设直线l与椭圆[image: image131.wmf]16

25

2

2

y

x
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=1相交于A、B两点，l又与双曲线x2-y2=1相交于C、D两点，C、D三等分线段AB，求直线l的方程    (    )
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  [考场错解]  设直线l的方程为y=kx+b

如图所示，l与椭圆，双曲线的交点为A(x1，y1)、B (x2，y2)、C(x3，y3)、D(x4，y4)，依题意有[image: image132.wmf]AB

DB

AC

,

=

=3[image: image133.wmf]CD
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由[image: image136.wmf]ï
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  (2)  若k=±1，则l与双曲线最多只有一个交点，不合题意，故k≠±1

    所以x3+x4=[image: image137.wmf]2
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    ①当k=0时，由(1)得x1、2=±[image: image142.wmf]2
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    ②当b=0时，由(1)得x1、2=±[image: image147.wmf]2
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  [专家把脉]  用斜截式设直线方程时没有注意斜率是否存在，致使造成思维片面，漏解．

  [对症下药]  解法一：首先讨论l不与x轴垂直时的，情况．

设直线l的方程为y=kx+b，如图所示，l与椭圆、双曲线的交点为：A(x1，y1)、B(x2， y2)、C(x3，y3)、D(x4，y4)，依题意有[image: image152.wmf]CD
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①当k=0时，由(1)得[image: image159.wmf].
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②当b=0时，由(1)得x1、2=[image: image164.wmf]2
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故l的方程为y=[image: image167.wmf]x
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．再讨论l与x轴垂直时的情况．

设直线l的方程为x=c，分别代入椭圆和双曲线方程可解得yl、2=[image: image168.wmf].
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y3、4=[image: image169.wmf].
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综上所述，直线l的方程是：y=[image: image171.wmf]25
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x、y=±[image: image172.wmf]13
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②当y0=0，x0≠0，由(2)得x4=x3≠0，这时l平行y轴．设l的方程为x=c，分别代入椭圆、双曲线方程得：yl、2=[image: image175.wmf],
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y3、4=[image: image176.wmf].
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故l的方程为：[image: image178.wmf]241
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③当x0=0，y0=0时，这时l通过坐标原点且不与x轴垂直．设l的方程为y=kx，分别代入椭圆、双曲线方程得：x1、2=[image: image179.wmf].
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综上所述，直线l的方程是：y=[image: image182.wmf]x
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5．设A、B是椭圆3x2+y2=λ上的两点，点N(1，3)是线段AB的中点，线段AB的垂直平分线与椭圆相交于C、D两点． (1)确定A的取值范围，并求直线AB的方程；  (Ⅱ)试判断是否存在这样的A，使得A、B、C、D四点在同一个圆上?并说明理由．(此题不要求在答题卡上画图)

[考场错解]  (1)设A(x1，y1)B(x2，y2)则有:[image: image185.wmf]Þ
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依题意，x1≠x2   ∴kAB-[image: image186.wmf]2
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∵N(1，3)是AB的中点，∴x1+x2=2,yl+y2=6从而kAB=-9又由N(1，3)在椭圆内，∴λ<3×12+32=12  ∴λ的取值范围是(-∞，12)直线AB的方程为y-3=-9(x-1)即9x+y-12=0

[专家把脉] ①用“差比法”求斜率时kAB=[image: image187.wmf]2
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这地方很容易出错．②N(1，3)在椭圆内，λ>3×12+32=12应用结论时也易混淆．

[对症下药]  (1)解法1：依题意，可设直线AB的方程为y=A(x-1)+3，代入3x2+y2=λ，整理得(k2+3)x2-2k(k-3)x+(k-3)2-λ=0．①  设A(x1，y1)、B(x2、y2)，则x1，x2是方程①的两个不同的根，

∴△=4[λ(k2+3)-3(k-3)2]>0，② 且x1+x2=[image: image188.wmf]3
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，由N(1，3)是线段AB的中点，得[image: image189.wmf]1
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，∴A(k-3)=k2+3．解得k=-1，代入②得，λ>12，即λ的取值范围是(12，+∞)．于是，直线AB的方程为y-3=-(x-1)，即x+y-4=0．

   解法2：设A(x1，y1)、B(x2，y2)，则有[image: image190.wmf]Þ
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   依题意，x1≠x2，∴kAB=-[image: image191.wmf]2
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∵N(1，3)是AB的中点，∴x1+x2=2，yl+y2=6，从而kAB=-1．又由N(1，3)在椭圆内，∴λ>3×12+32=12， ∴λ的取值范围是(12，∞)．直线AB的方程为y-3=-(x-1)，即x+y-4=0． 

(Ⅱ)解法1：∵CD垂直平分AB，∴直线CD的方程为y-3 =x-1，即x-y+2=0，代入椭圆方程，整理得4x2+4x+4

又设C(x3，y3)，D(x4，y4)，CD的中点为M(x0，y0)，则x3， x4是方程③的两根，∴x3+x4=-1，且x0=[image: image192.wmf]2
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(x3+x4)=-[image: image193.wmf]2
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，y0=x0+2=[image: image194.wmf]2
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，即M(-[image: image195.wmf]2
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，[image: image196.wmf]2
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)．于是由弦长公式可得|CD|=[image: image197.wmf].
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④将直线AB的方程x+y-4=0，代入椭圆方程得4x2-8x+ 16-λ=0 ⑤同理可得|AB|=[image: image198.wmf].
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⑥ ∵当λ>12时，[image: image199.wmf])
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假设存在λ>12，使得A、B、C、D四点共圆，则CD必为圆的直径，点M为圆心．点M到直线AB的距离为d=[image: image201.wmf].
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于是，由④、⑥、⑦式和勾股定理可得 |MA|2=|MB|2=d2+[image: image202.wmf].
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故当λ>12时，A、B、C、D四点均在以M为圆心，[image: image203.wmf]|

2

|

CD

为半径的圆上． 

(注：上述解法中最后一步可按如下解法获得：) A、B、C、D共圆[image: image204.wmf]Û

△ACD为直角三角形，A为直角[image: image205.wmf]Û

|AN|2 =|CN|·|DN|，即[image: image206.wmf])
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专家会诊 1．重点掌握椭圆的定义和性质，加强直线与椭圆位置关系问题的研究．2.注重思维的全面性，例如求椭圆方程时只考虑到焦点在，轴上的情形；研究直线与椭圆位置关系时忽略了斜率不存在的情形3．注重思想方法的训练，在分析直线与椭圆位置关系时要利用数形结合和设而不求法与弦长公式韦达定理联系去解决；关于参数范围问题常用思路有：判别式法，自身范围法等．求椭圆的方程常用方法有：定义法，直接法，待定系数法，相关点法，参数法等．

命题角度2对双曲线相关知识的考查
1．已知双曲线x2-[image: image208.wmf]2

2

y

=1的焦点为F1、F2，点M在双曲线上且[image: image209.wmf]0

2

1

=

·

MF

MF

，则点M到x轴的距离为    (    )

    [image: image210.wmf]3
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 [考场错解]  B

[专家把脉]  没有理解M到x轴的距离的意义．

[对症下药]  C  由题意得a=1，b=[image: image211.wmf]2

，c=[image: image212.wmf]3

可设M (x0，y0)|MF1|=|ex0+a|=|[image: image213.wmf]3

x0+1|，

|MF2|= |ex0-a|=|[image: image214.wmf]3

x0-1|  由|MF1|2+|MF2|2=|F1F2|2得 x02=[image: image215.wmf].
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即点M到x轴的距离为[image: image216.wmf].
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2．已知双曲线[image: image217.wmf]2
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=1(a>0，b>0)的右焦点为F，右准线与一条渐近线交于点A，△OAF的面积为[image: image218.wmf]2

2

a

(O为原点)，则两条渐近线的夹角为  (    )

  A．30°    B．45°    C．60°    D．90°

  [考场错解]  B

  [专家把脉]  把两条渐近线的夹角看成渐近线的倾斜角．

  [对症下药]  D  由题意得A([image: image219.wmf]c
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c
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2

)s△OAF=[image: image220.wmf]2
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·c·[image: image221.wmf]b
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，则两条渐近线为了y=x与y=-x则求两条渐近线的夹角为90°．

  3．双曲线[image: image222.wmf]2
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=1(a>1，b>0)的焦距为2c，直线l过点(a，0)和(0,b)，且点(1，0)到直线l的距离与点(-1，0)到直线l的距离之和s≥[image: image223.wmf]5

4

c，求双曲线的离心率e的取值范围．

  [考场错解]  直线l的方程为[image: image224.wmf]b
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=1即bx+ay-ab=0点(-1，0)到直线l的距离：[image: image225.wmf]2
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，点(1，0)到直线l的距离: [image: image226.wmf]2
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=[image: image229.wmf]c
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  即4e4-25e2+25≤0解不等式得[image: image232.wmf]4

5

≤e2≤5，所以e的取值范围是[image: image233.wmf]].
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  [专家把脉]  没有理解双曲线离心率的意义及自身存在的范围e>1．

  [对症下药]  解法：直线J的方程为[image: image234.wmf]b

y

a

x

+

=1，即 bx+ay-ab=0．

由点到直线的距离公式，且a>1，得到点(1，0)到直线l的距离d1=[image: image235.wmf].
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同理得到点（-1，0）到直线l的距离d2=[image: image236.wmf].
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由[image: image238.wmf]0
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解不等式，得[image: image239.wmf].
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专家会诊 1．注意双曲线两个定义的理解及应用，在第二定义中，要强调e>1，必须明确焦点与准线的对应性 2．由给定条件求出双曲线的方程，常用待定系数法，当焦点位置不确定时，方程可能有两种形式，应防止遗漏． 3．掌握参数a、b、c、e的关系，渐近线及其几何意义，并注意灵活运用．

命题角度3对抛物线相关知识的考查。 

1．过抛物线y2=4x的焦点作一条直线与抛物线相交于A、B两点，它们的横坐标之和等于5，则这样的直线    (    )

  A.有且仅只有一条    B．有且仅有两条  C.有无穷多条    D．不存在

  [考场错解]  D  由题意得|AB|=5  p=4，通径长为 2×4=8  5<8，故不存在这样的直线．

  [专家把脉]  没有理解抛物线焦点的弦长及p的意义．

  [对症下药]  B  解法一：由题意得P=2，通径长为4，而|AB|=x1+x2+p=7，由7>4，则这样的直线有且仅有两条，解法二：用待定系数法设直线方程为y=k(x-1)采用设而不求的方法求出k有两个值，即直线有且仅有两条． 

2．设A(x1，y1)，B(x2，y2)两点在抛物线y=2x2上，l是AB的垂直平分线．  (1)当且仅当x1+x2取何值时，直线l经过抛物线的焦点F?证明你的结论；  (Ⅱ)当直线l的斜率为2时，求l在y轴上截距的取值范围．

  [考场错解]  (Ⅱ)，设l在y轴上的截距为b，依题意得l的方程为y=2x+b，过点A、B的直线方程可写为y=[image: image240.wmf],

2

1

m

x

+

-

与y=2x2联立得2x2+[image: image241.wmf]2

1

x-m=0．得x1+ x2=-[image: image242.wmf]4

1

；设AB的中点N的坐标为(x0，y0)

则x0=[image: image243.wmf]2

1

(x1+x2)=-[image: image244.wmf]8

1

,y0=-[image: image245.wmf]2

1

x0+m=[image: image246.wmf]16

1

+m．由N∈l,得[image: image247.wmf]16

1

+m=-[image: image248.wmf]4

1

+b，于是b=[image: image249.wmf]16
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16
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m

即得l在y轴上截距的取值范围为[[image: image250.wmf]+¥

,

16

5

].

  [专家把脉]  没有借助“△>0”来求出m>[image: image251.wmf]32

1

-

，无法进一步求出b的范围，只好胡乱地把m当作大于或等于0．

  [对症下药]  (1)F∈l[image: image252.wmf]Û

|FA|=|FB|[image: image253.wmf]Û

A、B两点到抛物线的准线的距离相等． ∵抛物线的准线是x轴的平行线，y1≥0，y2≥0，依题意 y1、y2不同时为0， ∴上述条件等价于yl=y2[image: image254.wmf]Û

x12 =x22 (x1+x2)(x1-x2)=0；

  ∵x1≠x2，∴上述条件等价于  x1+x2=0．  即当且仅当x1+x2=0时，l经过抛物线的焦点F。

  (Ⅱ)设l在y轴上的截距为b，依题意得l的方程为y=2x+b过点A、B的直线方程可写为y=-[image: image255.wmf]2

1

x+m，所以x1、x2满足方程2x2+[image: image256.wmf]2

1

x-m=0，得x1+x2=-[image: image257.wmf]4

1

；  A、B为抛物线上不同的两点等价于上述方程的判别式[image: image258.wmf]4

1

=

D

+8m>0，即m>[image: image259.wmf]32

1

-

设AB的中点N的坐标为(x0，y0)，则x0=[image: image260.wmf]2

1

(x1+x2)=-[image: image261.wmf]8

1

，y0=-[image: image262.wmf]2

1

x0+m=[image: image263.wmf]16

1

+m

  由N∈l，得[image: image264.wmf]16

1

+m=-[image: image265.wmf]4

1

+b，于是b=[image: image266.wmf]16
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+m>[image: image267.wmf]32
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  即得l在y轴上截距的取值范围为([image: image268.wmf]32

9

，+∞)．

[image: image767.jpg]


3．如图，过抛物线y2=2px(p>0)上一定点p(x0，y0)(y0>0)，作两条直线分别交抛物线于A (x1，y1)，B(x2，y2)．(1)求该抛物线上纵坐标为[image: image269.wmf]2

P

的点到其焦点F的距离； (Ⅱ)当PA与PB的斜率存在且倾斜角互补时，求[image: image270.wmf]0

2

1

y

y

y

+

的值，并证明直线AB的斜率是非零常数．

 [考场错解]  (1)当y=[image: image271.wmf]2

p

时，x=[image: image272.wmf]8

p

又抛物线的准线方程为x=-P，由抛物线定义得，所求距离为[image: image273.wmf].
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(Ⅱ)设直线PA的斜率为kPA，直线PB的斜率为kPB由y21=2px1,y20=2px0
相减得(yl-y0)(y1+y0)=2P(x1-x0) 故kPA= [image: image274.wmf]0
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+

(x1≠x0)．

同理可得kpB=[image: image275.wmf]0
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+

(x2≠x0)由kPA=-kPB得y0=-2 (yl+y2)故[image: image276.wmf].
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设直线AB的斜率为kAB。由y22=2px2,y21=2px1 相减得 (y2-y1)(y2+y1)=2P(x2-x1)

故kAB=[image: image277.wmf]).
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将y1+y2=-[image: image278.wmf]2

1

y0(y0>0)代入得kAB=-[image: image279.wmf]0

4

y

p

故kAB是非零常数．

  [专家把脉]  ①没有掌握抛物线的准线方程，②计算不够准确．

  [对症下药]  (1)当y=[image: image280.wmf]2

p

时，x=[image: image281.wmf]8

p

，又抛物线y2= 2px的准线方程为x=[image: image282.wmf]2

p

，

由抛物线定义得，所求距离为[image: image283.wmf]8

p

-(-[image: image284.wmf]2

p

)=[image: image285.wmf].
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(Ⅱ)设直线PA的斜率为kPA，直线PB的斜率为kPB
由y12=2px1，y20=2px0相减得(y1-y0)(yl+y0)=2P(x1-x0)，

故kPA=[image: image286.wmf]0
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(x1≠x0)．同理可得kPB=[image: image287.wmf]0
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(x2≠x0)．

由PA、PB倾斜角互补知kPA=-kPB，即[image: image288.wmf]0
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2

y

y

p

+

=-[image: image289.wmf]0
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y
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+

，所以yl+y2=-2y0，

[image: image768.png]


故[image: image290.wmf]0

2
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y

y

y

+

=-2.  设直线AB的斜率为kAB
由y22=2px2，y21=2pxl
相减得(y2-y1)(y2+y1)=2p(x2-x1)，

所以[image: image291.wmf]).
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将yl+y2=-2y0(y0>0)代入得

[image: image292.wmf],

2

0

2

1

y

p

y

y

p

k

AB

-

=

+

=

所以kAB是非零常数． 

4．在平面直角坐标系xOy中，抛物线y=x2上异于坐标原点O的两不同动点A、B满足AO⊥BO(如图所示)．

 (1)求△AOB的重心C(即三角形三条中线的交点)的轨迹方程；

[image: image769.png]=



 (Ⅱ)△AOB的面积是否存在最小值?若存在，请求出最小值；若不存在，请说明理由． 

[考场错解]（Ⅰ）设△AOB的重心为G(x,y)A(x1,y1)B(x2,y2)则

[image: image293.wmf])
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x1x2+yly2=0(2)

又点A、B在抛物线上，有y1=x12，y2=x22代入(2)化简得xlx2=0或-1

∴y=[image: image295.wmf]3
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[（x1+x2）2-2x1x2]=3x2+[image: image296.wmf]3

2

或3x2，故重心为G的轨迹方程为y=3x2或y=3x2+[image: image297.wmf]3

2

.

[专家把脉]没有考虑到x1x2=0时，△AOB不存在

[对症下药] （Ⅰ）设△AOB的重心为G(x,y)A(x1,y1)B(x2,y2)则[image: image298.wmf])
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[image: image299.wmf])
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Q

又点A、B在抛物线上，有y1=x12，y2=x22代入(2)化简得xlx2=-1

∴y=[image: image300.wmf]3
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[（x1+x2）2-2x1x2]=[image: image301.wmf]3
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=3x2+[image: image302.wmf]3
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所以重心为G的轨迹方程为y=3x2+ [image: image303.wmf]3
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(Ⅱ)S△AOB=[image: image304.wmf]2
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由(1)得S△AOB=[image: image305.wmf]1
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当且仅当x16=x26即x1=-x2=-1时，等号成立。所以△AOB的面积存在最小值，最小值为1。

专家会诊用待定系数法求抛物线标准方程，注意分类讨论思想。凡涉及抛物线的弦长，弦的中点，弦的斜率问题时要注意利用韦达定理，能避免求交点坐标的复杂运算。解决焦点弦问题时，抛物线的定义有广泛的应用，而且还应注意焦点弦的几何性质。
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  [专家把脉]  (1)没有考虑到1-a2≠0(Ⅱ)没有注意到题目本身的条件a>0．
  [对症下药]  (1)由C与l相交于两个不同的点，故知方程组[image: image309.wmf]ï
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有两个不同的实数解，消去y并整理得(1-a2)x2+2a2x +2a2x-2a2=0所以[image: image310.wmf]ï
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且 a≠1．双曲线的率心率e=[image: image312.wmf]2
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且 a≠1，∴e>[image: image313.wmf]2
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且e≠[image: image314.wmf]2

，即离心率e的取值范围为([image: image315.wmf]2
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)∪([image: image316.wmf]2

)． 

(Ⅱ)设A(x1，y1)，B(x2，y2)，P(0，1)．∵[image: image317.wmf]PB
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∴(x1,y1-1)=[image: image318.wmf]12
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(x2,y2-1)由此得x1=[image: image319.wmf]12
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x2，由于x1，x2都是方程①的根，且1-a2≠0，所以[image: image320.wmf]12
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2．给定抛物线C：y2=4x，F是C的焦点，过点F的直线l与C相交于A、B两点 (1)设l的斜率为1，求[image: image324.wmf]OA

与[image: image325.wmf]OB

夹角的大小； (Ⅱ)设[image: image326.wmf]AF

FB

l

=

，若λ∈[4，9]，求l在y轴上截距的变化范围．
  [考场错解]  (1)设[image: image327.wmf]OA

与[image: image328.wmf]OB

夹角为α；由题意l的方程为了y=x-1，将y=x-1代入y2=4x得x2-6x+1=0设A(x1，y1)B(x2，y2)则有x1+x2=6，x1x2=1．易得[image: image329.wmf]OA

·[image: image330.wmf]OB

=x1x2+y1y2=-3，[image: image331.wmf]41
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    [专家把脉]  (Ⅰ)没有理解反余弦的意义．(Ⅱ)思路不清晰．
[对症下药]  (1)C的焦点为F(1，0)，直线l的斜率为1，所以l的方程为了y=x-1．
将y=x-1代入方程y2=4x，并整理得x2-6x+1=0．设A(x1，y1)，B(x2，y2)，则有xl+x2=6，x1x2=1． 

[image: image340.wmf]OB

OA

·

=(x1，y1)·(x2,y2)=x1x2+yly2=2x1x2-(x1 +x2)+1=-3．

    所以[image: image341.wmf]OA

与[image: image342.wmf]OB

夹角的大小为π-arc cos[image: image343.wmf]41

41
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(Ⅱ)由题设[image: image344.wmf]AF
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得 (x2-1，y2)=λ(1-x1，-y1)，
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由②得y22=λ2y21．∵y21=4x1，y22=4x2，∴x2=λ2x1 ③

联立①、③解得x2=λ，依题意有λ>0，∴B(λ，2  )或B (λ，-2  )，又9(1，0)，得直线l方程为(λ-1)y= (x-1)或(λ-1)y=2[image: image346.wmf]l

(x-1)．当λ∈[4，9]时，l在 y轴上的截距为[image: image347.wmf]1
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由[image: image349.wmf]1
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直线l在y轴上截距的变化范围为[-[image: image358.wmf]3

4

，-[image: image359.wmf]4
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]∪[[image: image360.wmf]4
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，[image: image361.wmf]3
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 (2)当|PF1|=|F1F2|时，同理可得[image: image362.wmf]2
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解得e2=3于是λ=1-3=-2． 

(3)当|PF2|=|F1F2|时，同理可得[image: image363.wmf]2
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=4c2 解得e2=1  于是λ=1-1=0

综上所述，当λ=[image: image364.wmf]3

2

或-2或0时△PF1F2，F2为等腰三角形．
  [专家把脉]  (1)没有注意到因为PF1⊥l，所以∠PF1F2=90°+∠BAF1为钝角，要使△PF1F2为等腰三角形，必有|PF1|=|F1F2| (2)没有注意到椭圆离心率的范围．
  [对症下药]  (1)证法一：因为A、B分别是直线l：y= ex+a与x轴、y轴的交点，所以A、B的坐标分别是(-[image: image365.wmf]0
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)(0,a).  由[image: image366.wmf].
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所以点M的坐标是(-c,[image: image367.wmf]a
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  证法二：因为A、B分别是直线l:y=ex+a与x轴、y轴的交点，所以A、B的坐标分别是(-[image: image372.wmf]e

a

，0)，(0，a)，设M的坐标是(x0，y0)，由[image: image373.wmf]AB
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e4-2(1-λ)e2+(1-λ)2=0，解得e2=1-λ  即λ=1-e2．

  (Ⅱ)解法一：因为PF1⊥l，所以 ∠PF1F2=90°+∠BAF1为钝角，要使△PF1F2为等腰三角形，必有|PF1|=|F1F2|,即[image: image378.wmf]2

1

|PF1|=c.  设点F1到l的距离为d，由[image: image379.wmf]2
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|PF1|=d，  =[image: image380.wmf]c
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=e．所以e2=[image: image382.wmf]3
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，于是λ=1-e2=[image: image383.wmf]3
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.即当λ=[image: image384.wmf]3
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时，△PF1F2为等腰三角形．
解法二：因为PF1⊥l，所以，∠PF1F2=90°+∠BAF1为钝角，要使△PF1F2为等腰三角形，必有|PF1|=|F1F2|,设点P的坐标是(x0，y0)，
则[image: image385.wmf]ï
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由|PF1|=|FlF2|得[image: image387.wmf]2
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=4c2，

两边同时除以4a2，化简得[image: image388.wmf]1
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e

e

=e2．从而e2=[image: image389.wmf]3

1

于是λ=l-e2=[image: image390.wmf]3

2

．即当λ=[image: image391.wmf]3

2

时，△PF1F2为等腰三角形． 

4．抛物线C的方程为y=ax2(a<0)，过抛物线C上一点P(x0，y0)(x0≠0)作斜率为k1，k2的两条直线分别交抛物线C于A(x1，y1)B(x2，y2)两点(P、A、B三点互不相同)，且满足k2+λk1=0(λ≠0且λ≠-1)．
  (Ⅰ)求抛物线C的焦点坐标和准线方程；  (Ⅱ)设直线AB上一点M满足[image: image392.wmf]BM

=λ[image: image393.wmf]MA

，证明线段PM的中点在y轴上 (Ⅲ)当A=1时，若点P的坐标为(1，-1)，求∠PAB为钝角时点A的纵坐标y1的取值范围．
  [考场错解]  (1)抛物线C的方程y=ax2(a<0)得，焦点坐标为([image: image394.wmf]4

a

，0)准线方程为x=-[image: image395.wmf]4

a


(Ⅲ)∵P(-1，1)在y=ax2上，故a=-1∴y=-x2
由(Ⅱ)易得y1=-(k1+1)2，y2=(k2+1)2，因此，直线PA、PB分别与抛物线C的交点A、B的坐标为A(-k1 -1,-k21-2k1-1)，B(k1-1，-k21+2k1-1)

于是[image: image396.wmf]AP

= (k1+2,k21+2k1)，[image: image397.wmf]AB

=(2k1，4k1)，[image: image398.wmf]=

AB

AP

,

2k1(k1+2)(2k1+1)因∠PAB为钝角且P、A、B三点互不相同，故必有[image: image399.wmf]AP

·[image: image400.wmf]AB

<0易得k1的取值范围是 k1<-2或[image: image401.wmf]2

1

<kl<0，又∵yl=-(k1+1)2
故当k1<-2时，y​<-1;当-[image: image402.wmf]2

1

<k1<0时-1<yl<-[image: image403.wmf]4

1

  即y1∈  ．

  [专家把脉]  没有掌握好抛物线的标准形式及交并集的概念．
  [对症下药]  (1)由抛物线C的方程y=ax2(a<0)得，焦点坐标为(0，[image: image404.wmf]a

4

1

)，准线方程为y=-[image: image405.wmf]a

4

1

． 

(Ⅱ)证明：设直线PA的方程为y-y0=k1(x-x0)，直线 PB的方程为y-y0=k2(x-x0)．

点P(x0，y0)和·点A(x1，y1)的坐标是方程组[image: image406.wmf]ï
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  的解．将②式代入①式得ax2-k1x+klx0-y0=0，于是 x1+x0=[image: image407.wmf]a

k

1

，故x1=[image: image408.wmf]a

k

1

-x0③

又点P(x0，y0)和点B(x2，y2)的坐标是方程组[image: image409.wmf]ï
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的解．将⑤式代入④式得ax2-k2x+k2x0-y0=0．于是x2+x0=[image: image410.wmf]a

k

2

，故x2=[image: image411.wmf]a

k

2

-x0, 由已知得，k2=-λkl，则x2=[image: image412.wmf]0
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⑥设点M的坐标为(xM,yM)，由[image: image413.wmf]BM

=λ[image: image414.wmf]MA

，则xM=[image: image415.wmf]l
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.将③式和⑥式代入上式得[image: image416.wmf]-
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M

x0，即xM+x0=0．所以线段PM的中点在y轴上． 

(Ⅲ)因为点P (1，-1)在抛物线y=ax2上，所以a=-1，抛物线方程为y=-x2．由③式知x1=-k1-1，代入y=-x2得y1=-(k1+1)2．将λ=1代入⑥式得x2=k1-1，代入y=-x2得y2=- (k2+1)2．因此，直线PA、PB分别与抛物线C的交点A、B的坐标为 A(-k1，-1，-k21-2k1-1)，B(k1-1，-k12+2k1-1)．

于是[image: image417.wmf]AP

=(k1+2，k12+2k1)，[image: image418.wmf]AB

=(2K1，4K1)，[image: image419.wmf]AB

AP

·

= 2k1(k1+2)+4kl(k12+2k1)=2k1(k1+2)(2k1+1)．因∠PAB为钝角且P、A、B三点互不相同，故必有[image: image420.wmf]AB

AP

·

<0．求得k1的取值范围是k1<-2或-[image: image421.wmf]2

1

<k1<0．又点A的纵坐标y1满足y1=-(k1+1)2，故当k1<-2时， y1<-1；当-[image: image422.wmf]2

1

<k1<0时，-1<y1<-[image: image423.wmf]4

1

.即y1∈(-∞，-1)U(-1，-[image: image424.wmf]4

1

)．

专家会诊 1．判定直线与圆锥曲线交点个数的基本方法是联立方程组，判断方程组解的组数，对于直线与双曲线的交点个数问题还可借助直线与渐近线斜率的关系来判断，而直线与抛物线的位置关系则可借助直线与抛物线对称轴的位置关系来判定，不可混淆．2．涉及弦长的问题中，应熟练地利用韦达定理，设而不求计算弦长，不要蛮算，以免出现差错．3．涉及弦长的中点问题，常用“差分法”设而不求，将弦所在直线的斜率，弦的中点坐标联系起来，相互转化。

命题角度5对轨迹问题的考查 
1．(典型例题)已知双曲线的中心在原点，离心率为若它的一条准线与抛物线y2=4x的准线重合，则该双曲线与抛物线y2=4x的交点到原点的距离是    (    )

  A.2[image: image425.wmf]6
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     B．[image: image426.wmf]21

     C．18+12[image: image427.wmf]2

      D．21

[考场错解]  C

  [专家把脉]  对双曲线的定义理解不够深刻．
  [对症下药]  B  设双曲线方程为[image: image428.wmf]2
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=1，由题意得[image: image429.wmf]1
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则a=[image: image430.wmf]3

b=[image: image431.wmf]6

，则双曲线方程为[image: image432.wmf]6
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=1,由[image: image433.wmf]ï
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得A（3，2[image: image434.wmf]3

），故交点到原点的距离为[image: image435.wmf].
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    [考场错解]  (1)W1={(x,y)|y≠±kx x<0|W2=｛(x，y)｝y=±kx,x>0|

  (Ⅱ)直线l1:kx-y=0  直线l2:kx+y=0由题意得  [image: image437.wmf]1
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·[image: image438.wmf]1
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=d2即[image: image439.wmf]1
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k

=d2
  ∴k2x2-y2±(k2+1)d2=0故动点P的轨迹C的方程为k2x2-y2±(k2+1)d2=0

   (Ⅲ)略
    [专家把脉]  没有很好地理解题意，第二问出现两解，致使第三问过于复杂难以完成．
[对症下药]  解：(I)W1={(x，y)|kx<y-kx，z< 0|，W2={(x,y)|kx<y<bc，x>0}，

(Ⅱ)直线l1:kx-y=0 直线l2:kx+y=0，由题意得[image: image440.wmf]1
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·[image: image441.wmf]1
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=d2，即[image: image442.wmf]1
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由P(x，y)∈W，知k2x2-y2>0，所以[image: image443.wmf]1
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=d2，即k2x2-y2-(k2+1)d2=0，

所以动点P的轨迹C的方程为k2x2-y2-(k2+1)d2=0； 

(Ⅲ)当直线J与，轴垂直时，可设直线J的方程为，x=a (a≠0)．由于直线l，曲线C关于x轴对称，且l1与l2关于x轴对称，于是M1M2，M3M4的中点坐标都为(a，0)，所以△OM1M2，△OM3M4的重心坐标都为([image: image444.wmf]3

2

a，0)，即它们的重心重合，

当直线l1与x轴不垂直时，设直线J的方程为y=mx+n(n ≠0)．
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 (Ⅱ)设点T的坐标为(x、y)由[image: image446.wmf]|
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在△QF1F2中[image: image448.wmf]a
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(Ⅲ)C上存在M(x0，y0)使s=b2的充要条件是：[image: image449.wmf]ï
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又[image: image450.wmf]1
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=(-C-x0-y0)，[image: image451.wmf]2
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=(c-x0,y0)由[image: image452.wmf]1
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·[image: image453.wmf]2
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=x02-c2+y20=a2-c2=b2

即[image: image454.wmf]|
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cos∠F1MF2=b2又s=[image: image455.wmf]|
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sin∠FlMF2得tan ∠FlMF2=2

    [专家把脉]  (1)没有注意证明题的书写格式(2)思考问题不够全面．
[对症下药]  (1)证法一：设点P的坐标为(x，y)．由P(x，y)在椭圆上，得
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证法二：设点P的坐标为(x，y)．记[image: image460.wmf],
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当[image: image461.wmf]0
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且[image: image462.wmf]0
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时，由[image: image463.wmf]0
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|，所以T为线段F2Q的中点．

设点Q的坐标为(x'，y')，则[image: image466.wmf],
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=2a得(x'+c)2+y'2=4a2．②

将①代入②，可得x2+y2=a2．综上所述，点T的轨迹C的方程是x2+y2=a2 

(Ⅲ)解法一：C上存在点M(x0，y0)使S=b2的充要条件是[image: image469.wmf]ï
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由③得，|y0|≤a，由④得，|y0|≤[image: image470.wmf]c
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，所以，当a≥[image: image471.wmf]c
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时，存在点M，使S=b2；

当a<[image: image472.wmf]c
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时，不存在满足条件的点M．当a≥[image: image473.wmf]c
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时，[image: image474.wmf]1
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=(-c-c0,-y0)，[image: image475.wmf]2
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由[image: image476.wmf]1
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·[image: image477.wmf]2
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=x02-c2+y20=a2-c2=b2，
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解法二：C上存在点M(x0，y0)使S=b2的充要条件是[image: image479.wmf]ï
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由④得|y0|[image: image480.wmf]c
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，上式代入③得x20=a2-[image: image481.wmf]2
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=(a-[image: image482.wmf]c
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) (a+[image: image483.wmf]c
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)≥0．

于是，当a≥[image: image484.wmf]c

b
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时，存在点M，使s=b2;当a<[image: image485.wmf]c
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时，不存在满足条件的点M．

当a≥[image: image486.wmf]c
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时，记k1=kF1M=[image: image487.wmf],
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由|F1F2|<2a,知∠F1MF2<90°，所以tan∠F1MF2=[image: image488.wmf]|
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专家会诊 (1)求轨迹方程的本质是用代数形式将动点的运动规律表示出来，实质上是一个翻译过程，故选取一定解题策略找到动点运动规律的一些表现形式是关键，往往和研究曲线几何性质，讨论直线与曲线位置关系等联系在一起．(2)求轨迹要注意取值范围和“杂点”的去除．
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综上所述：当x=[image: image490.wmf]2

9

时d取得最小值[image: image491.wmf]15


[专家把脉]  没有考虑到椭圆的分面有界性，致使思路不清晰，计算繁琐．
  [对症下药]  [解](1)由已知可得点A(-6，0)，F(0，4)

  设点P(x，y)，则[image: image492.wmf]AP

=(x+6，y)，[image: image493.wmf]FP

=(x-4，y)，由已知可得[image: image494.wmf]ï
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  则 2x2+9x-18=0，x=[image: image495.wmf]2

3

或x=-6．由于y>0，只能x=[image: image496.wmf]2
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，于是y=[image: image497.wmf].
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  点P的坐标是([image: image498.wmf]2
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(2)直线AP的方程是x-[image: image499.wmf]3

+6=0．设点M(m，0)，则M到直线AP的距离是[image: image500.wmf]2
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．于是[image: image501.wmf]2
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m

= |m-6|，又-6≤m≤6，解得m=2．椭圆上的点(x，y)到点M的距离d有，d2=(x-2)2+y2 [image: image502.png]sctertrzo- o = e 90, F-osne, e 20, GBUBRMALTS
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AB的中点为M(2，1)，由[image: image503.wmf]2

1

=

AB

k

，得线段AB的垂直平分线方程y-1=-2(x-2)．令y=-5，得x=5，∴Q(5，-5)．

(2)直线OQ的方程为x+y=0，设P(x，[image: image504.wmf]2
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1

x

-4)，∵点P到直线OQ的距离d=[image: image505.wmf].
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∵P为抛物线上位于线段AB下方点，且P不在直线OQ上． ∴ -4≤x<4[image: image507.wmf]3

-4或4[image: image508.wmf]3

-4<x≤8．∴S△OPQ最大值=30 

3．设椭圆方程为x2+[image: image509.wmf]4
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y

=1，过点M(0，1)的直线l交椭圆于点A、B、O是坐标原点，点P满足[image: image510.wmf])
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，点N的坐标为([image: image511.wmf]2
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，[image: image512.wmf]2
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)，当l绕点M旋转时，求：  (Ⅰ)动点户的轨迹方程；  (Ⅱ)[image: image513.wmf]|

|

NP

的最小值与最大值．

  [考场错解]  (1)①若l的斜率存在，设为k，则l：y =kx+1代入4x2+y2=4中得，(k2+4)x2+2kx-3=0 

∴x1+x2=[image: image514.wmf]4
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i)A=0时，x=0  y=1，∴P(0，1) 

ii）k≠0时，k=[image: image517.wmf]4
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∴P点的轨迹为：x2+y2-y=0(y≠O)

②若l不存在斜率，∴A、B为上、下顶点．∴P(0，0) 

(2)解：∵N([image: image518.wmf]2

1

,

2

1

)，i)，∵k不存在时P(0，0)，[image: image519.wmf],
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ii） k=0时P(0，1)． [image: image520.wmf],
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 iii）k≠0时x2+(y-[image: image521.wmf]2
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)2=[image: image522.wmf]4
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    [专家把脉]  思路不清晰．

[对症下药]  (1)解法一：直线l过点M(0，1)，设其斜率为A，则J的方程为y=kx+1．

记A(x1，y1)、B(x2，y2)，由题设可得A、B的坐标(x1，y1)、(x2,y2)是方程组[image: image526.wmf]ï
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的解．

将①代入②并化简得．(4+k2)x2+2kx-3=0．所以[image: image527.wmf]ï
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  于是

[image: image528.wmf]).
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设点P的坐标为(x，y)，则[image: image529.wmf]ï
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消去参数k得 4x2+y2-y=0．  ③当k不存在时，A、B中点为坐标原点(0，0)，也满足方程③，所以点P的轨迹方程为 4x2+y2-y=0

解法二：设点P的坐标为(x，y)，因A(x1，y1)、B(x2，y2)在椭圆上，所以
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所以（x1-x2）(x1+x2)+[image: image533.wmf]4

1

(y1-y2)(y1+y2)=0

当x1≠x2时，有[image: image534.wmf]0

)

(

4

1

2

1

2

1

2

1

2

1

=

-

-

·

+

+

+

x

x

y

y

y

y

x

x

⑥并且[image: image535.wmf]ï

ï

ï

î

ï

ï

ï

í

ì

-

-

=

-

+

=

+

=

2

1

2

1

2

1

2

1

1

,

2

,

2

x

x

y

y

x

y

y

y

y

x

x

x

⑦

将⑦代入⑥并整理得4x2+y2-y=0．⑧

当x1=x2时，点A、B的坐标为(0，2)、(0，-2)，这时点p的坐标为(0，0)也满足⑧，所以点P的轨迹方程为 [image: image536.wmf].
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(Ⅱ)解法：由点P的轨迹方程知x2≤[image: image537.wmf]16
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。 即-[image: image538.wmf]4
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≤x≤[image: image539.wmf]4
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 (Ⅱ)设直线y=kx+b，分别过P、Q作PP'⊥x轴， QQ'⊥y轴垂足分别为P'、Q'则
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的取值范围是[2，+∞]．
   [专家把脉]  (1)没有注意“杂点”的去除；(Ⅱ)没有注意利用重要不等式时等号成立的条件．
   [对症下药]  解法：(1)设P(x1，y1)、Q(x2，y2)、M (x0，y0)，依题意x1≠0，yl>0，y2>0．由y=[image: image546.wmf]2

1

x2，①得y'=x. ∴过点P的切线的斜率k切=x1, ∵x1=0不合题意， ∴x1≠0． 

∴直线l的斜率k1=[image: image547.wmf]x

k
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切

,直线l的方程为y-[image: image548.wmf]2

1

x21=[image: image549.wmf]x
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-

(x-x1)．②

方法一：联立①②消去y，得x2+[image: image550.wmf]x

x

1

2

-x21-2=0． ∵M为PQ的中点，[image: image551.wmf]ï
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消去x1,得y0=x02+[image: image552.wmf]2

0

2

1

x

+1(x0≠0)，∴PQ中点M的轨迹方程为y=x2+[image: image553.wmf]2

2

1

x

+1(x≠0)，

方法二：由y1=[image: image554.wmf]2

1

x21,y2=[image: image555.wmf]2

1

x22，x0=[image: image556.wmf]2
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1

x
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+

，得y1-y2=[image: image557.wmf]2

1

x21-[image: image558.wmf]2
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x22=[image: image559.wmf]2
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(x1+x2)(x1-x2)=x0(x1-x2)，则x0=[image: image560.wmf]=
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k1=-[image: image561.wmf]1
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x

∴x1=-[image: image562.wmf]0
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x

,将上式代入②并整理，得y0=x20+[image: image563.wmf]2

0

2

1

x

+1(x0≠0)， ∴PQ中点M的轨迹方程为y=x2+[image: image564.wmf]2

2

1

x

+1(x≠0)． 

(Ⅱ)设直线l：y=kx+b，依题意k≠0，b≠0，则T(0，b)．分别过P、Q作PP'⊥x轴，QQ'⊥y轴，垂足分别为p'、 Q'，则[image: image565.wmf].
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由[image: image566.wmf]ï
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方法三：由P、Q、T三点共线得kTQ=kTP,即[image: image569.wmf].
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则x1y2-bx1=x2y1-bx2，即b(x2-x1)=(x2y1-x1y2)．于是b=[image: image570.wmf].
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[image: image572.wmf]|
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可取一切不等于l的正数，[image: image573.wmf]|
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的取值范围是(2，+∞)．

专家会诊①直线过定点的问题，常用直线系的思想处理．    ②定值问题常常用函数的思想处理，即把所求定值通过一些基本变量表示，最终化成常数．③最值问题往往用几何方法，函数或不等式等方法处理．
四、典型习题导练
1、已知椭圆[image: image574.wmf]22

22

1(0)

xy

ab

ab

+=>>

右顶点与右焦点的距离为[image: image575.wmf]31

-

，短轴长为[image: image576.wmf]22.

（I）求椭圆的方程；（Ⅱ）过左焦点F的直线与椭圆分别交于A、B两点，若三角形OAB的面积为[image: image577.wmf]32

,

4

求直线AB的方程。
2、设椭圆[image: image578.wmf]2

2

2

1(01)

y

xb

b

+=<<

的左焦点为[image: image579.wmf]F

，左、右顶点分别为[image: image580.wmf]AC

、

，上顶点为[image: image581.wmf]B

，过[image: image582.wmf]FBC

、

、

三点做[image: image583.wmf]P

e

.（Ⅰ）若[image: image584.wmf]FC

是[image: image585.wmf]P

e

的直径，求椭圆的离心率；（Ⅱ）若[image: image586.wmf]P

e

的圆心在直线[image: image587.wmf]0

xy

+=

上，求椭圆的方程。

3、已知椭圆的中心是坐标原点[image: image588.wmf]O

，焦点在[image: image589.wmf]x

轴上，短轴长为2，且两个焦点和短轴的两个端点恰为一个正方形的顶点．过右焦点[image: image590.wmf]F

与[image: image591.wmf]x

轴不垂直的直线[image: image592.wmf]l

交椭圆于[image: image593.wmf]P

，[image: image594.wmf]Q

两点．（Ⅰ）求椭圆的方程；（Ⅱ）在线段[image: image595.wmf]OF

上是否存在点[image: image596.wmf](,0)

Mm

,使得[image: image597.wmf]||||

MPMQ

=

？若存在，求出[image: image598.wmf]m

的取值范围；若不存在，请说明理由.

4、在平面直角坐标系[image: image599.wmf]xOy

中，设点[image: image600.wmf])

,

(

y

x

P

，[image: image601.wmf])

4

,

(

-

x

M

，以线段[image: image602.wmf]PM

为直径的圆过原点[image: image603.wmf]O

.

(Ⅰ)求动点[image: image604.wmf]P

的轨迹[image: image605.wmf]W

的方程；(Ⅱ)过点[image: image606.wmf])

4

,

0

(

-

E

的直线[image: image607.wmf]l

与轨迹[image: image608.wmf]W

交于[image: image609.wmf]A

、[image: image610.wmf]B

两点，点[image: image611.wmf]A

关于[image: image612.wmf]y

轴的对称点为[image: image613.wmf]A

¢

,试判断直线[image: image614.wmf]B

A

¢

是否恒过一定点，并证明你的结论.

5、设椭圆[image: image615.wmf]22

22

:1(0)

yx

Mab

ab

+=>>

的离心率与双曲线[image: image616.wmf]22

1

xy

-=

的离心率互为倒数，且内切于圆[image: image617.wmf]22

4

xy

+=

。(Ⅰ)求椭圆[image: image618.wmf]M

的方程；(Ⅱ)若直线[image: image619.wmf]2

yxm

=+

交椭圆于A、B两点，椭圆上一点[image: image620.wmf](1,2)

P

，求[image: image621.wmf]PAB

D

面积的最大值。
6、已知椭圆[image: image622.wmf]2

2

22

:1

y

x

E

ab

+=

的右焦点恰好是抛物线[image: image623.wmf]2

:4

Cyx

=

的焦点F，点A是椭圆E的右顶点. 过点A的直线[image: image624.wmf]l

交抛物线C于M，N两点，满足[image: image625.wmf]OMON

^

，其中[image: image626.wmf]O

是坐标原点. (Ⅰ)求椭圆E的方程；(Ⅱ)过椭圆E的左顶点B作[image: image627.wmf]y

轴平行线BQ，过点N作[image: image628.wmf]x

轴平行线NQ，直线BQ与NQ相交于点Q. 若[image: image629.wmf]QMN

D

是以MN为一条腰的等腰三角形，求直线MN的方程.

7、在平面直角坐标系[image: image630.wmf]xoy

中，动点[image: image631.wmf]M

到定点[image: image632.wmf])

4

1

,

0

(

F

的距离比它到[image: image633.wmf]x

轴的距离大[image: image634.wmf]4

1

，设动点[image: image635.wmf]M

的轨迹是曲线[image: image636.wmf]E

.(Ⅰ)求曲线[image: image637.wmf]E

的轨迹方程；(Ⅱ)设直线[image: image638.wmf]l

:[image: image639.wmf]20

xy

-+=

与曲线[image: image640.wmf]E

相交于[image: image641.wmf]A

、[image: image642.wmf]B

两点，已知圆[image: image643.wmf]C

经过原点[image: image644.wmf]O

和[image: image645.wmf]AB

、

两点，求圆[image: image646.wmf]C

的方程,并判断点[image: image647.wmf])

4

,

0

(

M

关于直线[image: image648.wmf]l

的对称点[image: image649.wmf]M

¢

是否在圆[image: image650.wmf]C

上.

8、过抛物线[image: image651.wmf]y

x

4

2

=

上不同两点[image: image652.wmf]A

、[image: image653.wmf]B

分别作抛物线的切线相交于点[image: image654.wmf]P

[image: image655.wmf]0

0

,

(

y

x

)，[image: image656.wmf]0

=

×

PB

PA

.（Ⅰ）求[image: image657.wmf]0

y

；（Ⅱ）求证：直线[image: image658.wmf]AB

恒过定点；（Ⅲ）设（Ⅱ）中直线[image: image659.wmf]AB

恒过定点为[image: image660.wmf]F

，若[image: image661.wmf]0

)

(

2

=

+

×

FP

FB

FA

l

恒成立，求[image: image662.wmf]l

的值.

9、已知点[image: image663.wmf])
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2

(

),

0

,

2

(

B

A

-

,直线[image: image664.wmf]PA

与直线[image: image665.wmf]PB

斜率之积为[image: image666.wmf]4

3

-

，记点[image: image667.wmf]P

的轨迹为曲线[image: image668.wmf]C

.(Ⅰ)求曲线[image: image669.wmf]C

的方程；（Ⅱ）设[image: image670.wmf]N

M

,

是曲线[image: image671.wmf]C

上任意两点，且[image: image672.wmf]ON

OM

ON

OM

+

=

-

,是否存在以原点为圆心且与[image: image673.wmf]MN

总相切的圆？若存在，求出该圆的方程；若不存在，请说明理由.

[image: image775.png]


10、已知对称中心为坐标原点的椭圆[image: image674.wmf]1

C

与抛物线[image: image675.wmf]2

2

:4

Cxy

=

有一个相同的焦点[image: image676.wmf]1

F

，直线[image: image677.wmf]:2

lyxm

=+

与抛物线[image: image678.wmf]2

C

只有一个公共点.（1）求直线[image: image679.wmf]l

的方程；（2）若椭圆[image: image680.wmf]1

C

经过直线[image: image681.wmf]l

上的点[image: image682.wmf]P

，当椭圆[image: image683.wmf]1

C

的的离心率取得最大值时，求椭圆[image: image684.wmf]1

C

的方程及点[image: image685.wmf]P

的坐标.
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11、已知椭圆[image: image686.wmf]C

:[image: image687.wmf]22

22

1,(0)

xy

ab

ab

+=>>

的右焦点与抛物线[image: image688.wmf]2

y4

x

=

的焦点相同，且[image: image689.wmf]1

C

的离心率[image: image690.wmf]1

2

e

=

，又[image: image691.wmf],

AB

为椭圆的左右顶点，[image: image692.wmf]M

其上任一点（异于[image: image693.wmf],

AB

）.(Ⅰ)求椭圆的方程;(Ⅱ)若直线[image: image694.wmf]MA

交直线[image: image695.wmf]4

x

=

于点[image: image696.wmf]P

，过[image: image697.wmf]P

作直线[image: image698.wmf]MB

的垂线交[image: image699.wmf]x

轴于点[image: image700.wmf]Q

，求[image: image701.wmf]Q

的坐标; (Ⅲ)求点[image: image702.wmf]P

在直线[image: image703.wmf]MB

上射影的轨迹方程.
[image: image777.png]EN



12、如图，[image: image704.wmf],

MN

是抛物线[image: image705.wmf]2

1

:4

Cxy

=

上的两动点（[image: image706.wmf],

MN

异于原点[image: image707.wmf]O

），且[image: image708.wmf]OMN

Ð

的角平分线垂直于[image: image709.wmf]y

轴，直线[image: image710.wmf]MN

与[image: image711.wmf]x
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轴分别相交于[image: image713.wmf],

AB
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；(Ⅱ)若中心在原点，焦点在[image: image716.wmf]x

轴上的椭圆[image: image717.wmf]2
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经过[image: image718.wmf],
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. 求椭圆[image: image719.wmf]2
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焦距的最大值及此时[image: image720.wmf]2
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的方程.

13、已知点P是圆F1：[image: image721.wmf]16
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上任意一点，点F2与点F1关于原点对称. 线段PF2的中垂线与PF1交于M点．(Ⅰ)求点M的轨迹C的方程；(Ⅱ)设轨迹C与x轴的两个左右交点分别为A，B，点K是轨迹C上异于A，B的任意一点，KH⊥x轴，H为垂足，延长HK到点Q使得HK=KQ，连结AQ延长交过B且垂直于x轴的直线l于点D，N为DB的中点．试判断直线QN与以AB为直径的[image: image722.png]B ERR.
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15、已知[image: image723.wmf]12
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分别为椭圆[image: image724.wmf]22
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的左右焦点， [image: image726.wmf],
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分别为其左右顶  点，过[image: image727.wmf]2
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17、如图，过点[image: image734.wmf](0,2)
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作抛物线[image: image735.wmf]2
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的切线[image: image736.wmf]l

，切点A在第二象限．（1）求切点A的纵坐标；（2）若离心率为[image: image737.wmf]2
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的椭圆[image: image738.wmf])
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（Ⅱ）设点B,C分别在曲线[image: image740.wmf]1
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上，[image: image742.wmf]2
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分别为直线AB,AC的斜率,

当[image: image743.wmf]1
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时，问直线BC是否过定点？若过定点，求出定点坐标；若不过定点，请说明理由.
19、在ΔABC中，顶点A,B, C所对三边分别是a,b,c已知B(-1, 0), C(1, 0),且b,a, c成等差数列.(I )求顶点A的轨迹方程；(II) 设顶点A的轨迹与直线y=kx+m相交于不同的两点M、N，如果存在过点P(0,-[image: image744.png]


)的直线l,使得点M、N关于l对称，求实数m的取值范围.
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相切. (Ⅰ) 求圆的标准方程；（Ⅱ）设点[image: image749.wmf]A
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,(其中[image: image754.wmf]m

为非零常数),试求动点[image: image755.wmf]Q

的轨迹方程[image: image756.wmf]2
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时, 得到曲线[image: image758.wmf]C
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面积的最大值.
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