第2讲　函数与方程及函数的应用
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(建议用时：60分钟)
一、选择题
1．(2013·湖南卷)函数f(x)＝2ln x的图象与函数g(x)＝x2－4x＋5的图象的交点个数为

(　　)．

A．3　
B．2　

C．1　
D．0

解析　由已知g(x)＝(x－2)2＋1，所以其顶点为(2,1)，又f(2)＝2ln 2∈(1,2)，可知点(2,1)位于函数f(x)＝2ln x图象的下方，故函数f(x)＝2ln x的图象与函数g(x)＝x2－4x＋5的图象有2个交点．

答案　B

2．“a>3”是“函数f(x)＝ax＋3在(－1,2)上存在零点”的
(　　)．

A．充分不必要条件　
B．必要不充分条件

C．充要条件　
D．既不充分也不必要条件

解析　由于“函数f(x)＝ax＋3在(－1,2)上存在零点”⇔f(－1)f(2)<0⇔(－a＋3)(2a＋3)<0⇔a<－eq \f(3,2)或a>3，则“a>3”是“函数f(x)＝ax＋3在(－1,2)上存在零点”的充分不必要条件．

答案　A

3．已知函数f(x)＝eq \b\lc\{\rc\ (\a\vs4\al\co1(2x－1，x≤1，,1＋log2x，x>1，))则函数f(x)的零点为
(　　)．

A.eq \f(1,2)，0　
B．－2,0　

C．eq \f(1,2)　
D．0

解析　当x≤1时，由f(x)＝2x－1＝0，解得x＝0；当x>1时，由f(x)＝1＋log2 x＝0，解得x＝eq \f(1,2)，又因为x>1，所以此时方程无解．综上，函数f(x)的零点只有0，故选D.

答案　D

4．函数f(x)＝eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(1,2)))x－sin x在区间[0,2π]上的零点个数为
(　　)．

A．1　
B．2　

C．3　
D．4

解析　在同一坐标系内作出函数y＝eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(1,2)))x及y＝sin x在[0,2π]上的图象，发现它们有两个交点，即函数f(x)在[0,2π]上有两个零点．

答案　B

5．设函数f(x)＝eq \f(1,3)x－ln x(x>0)，则y＝f(x)
(　　)．

A．在区间eq \b\lc\[\rc\](\a\vs4\al\co1(\f(1,e)，1))，(1，e)内均有零点

B．在区间eq \b\lc\[\rc\](\a\vs4\al\co1(\f(1,e)，1))，(1，e)内均无零点

C．在区间eq \b\lc\[\rc\](\a\vs4\al\co1(\f(1,e)，1))内有零点，在区间(1，e)内无零点

D．在区间eq \b\lc\[\rc\](\a\vs4\al\co1(\f(1,e)，1))内无零点，在区间(1，e)内有零点

解析　法一　因为feq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(1,e)))＝eq \f(1,3)·eq \f(1,e)－lneq \f(1,e)＝eq \f(1,3e)＋1>0，f(1)＝eq \f(1,3)－ln 1＝eq \f(1,3)>0，f(e)＝eq \f(e,3)－ln e＝eq \f(e,3)－1<0，∴feq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(1,e)))·f(1)>0，f(1)·f(e)<0，故y＝f(x)在区间eq \b\lc\[\rc\](\a\vs4\al\co1(\f(1,e)，1))内无零点(f(x)在eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(1,e)，1))内根据其导函数判断可知单调递减)，在区间(1，e)内有零点．

法二　在同一坐标系中分别画出y＝eq \f(1,3)x与y＝ln x的图象，如图所示．
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由图象知零点存在区间(1，e)内．

答案　D

6．若函数y＝f(x)(x∈R)满足f(x＋1)＝－f(x)，且x∈[－1,1]时f(x)＝1－x2.函数g(x)＝eq \b\lc\{\rc\ (\a\vs4\al\co1(lg xx>0，,－\f(1,x)x<0，))则函数h(x)＝f(x)－g(x)在区间[－5,4]内的零点的个数为

(　　)．

A．7　
B．8　

C．9　
D．10

解析　由f(x＋1)＝－f(x)，可得f(x＋2)＝－f(x＋1)＝f(x)，所以函数f(x)的周期为2，求h(x)＝f(x)－g(x)在区间[－5,4]内的零点，即求f(x)＝g(x)在区间[－5,4]上图象交点的个数．画出函数f(x)与g(x)的图象，如图，由图可知两图象在[－5,4]之间有7个交点，所以所求函数有7个零点，选A.
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答案　A

7．(2013·重庆卷)若a＜b＜c，则函数f(x)＝(x－a)(x－b)＋(x－b)(x－c)＋(x－c)(x－a)的两个零点分别位于区间

(　　)．

A．(a，b)和(b，c)内　
B．(－∞，a)和(a，b)内

C．(b，c)和(c，＋∞)内　
D．(－∞，a)和(c，＋∞)内

解析　由于a<b<c，所以f(a)＝(a－b)(a－c)>0，f(b)＝(b－c)(b－a)<0，f(c)＝(c－a)(c－b)>0.因此有f(a)·f(b)<0，f(b)·f(c)<0，又因f(x)是关于x的二次函数，函数的图象是连续不断的曲线，因此函数f(x)的两零点分别位于区间(a，b)和(b，c)内，故选A.
答案　A

二、填空题
8．一块形状为直角三角形的铁皮，两直角边长分别为40 cm、60 cm，现要将它剪成一个矩形，并以此三角形的直角为矩形的一个角，则矩形的最大面积是________cm2.

解析　设直角边为40 cm和60 cm上的矩形边长分别为x cm、y cm，则eq \f(40－x,40)＝eq \f(y,60)，解得y＝60－eq \f(3,2)x.矩形的面积S＝xy＝xeq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(60－\f(3,2)x))＝－eq \f(3,2)(x－20)2 ＋600，当x＝20时矩形的面积最大，此时S＝600.

答案　600

9．已知[x]表示不超过实数x的最大整数，如[1.8]＝1，[－1.2]＝－2.x0是函数f(x)＝ln x－eq \f(2,x)的零点，则[x0]＝________.

解析　函数f(x)的定义域为(0，＋∞)，且易判断函数f(x)在(0，＋∞)上单调递增．由f(2)＝ln 2－1<0，f(e)＝ln e－eq \f(2,e)>0，知x0∈(2，e)，∴[x0]＝2.

答案　2

10．(2013·新课标全国Ⅰ卷)已知函数f(x)＝eq \b\lc\{\rc\ (\a\vs4\al\co1(－x2＋2x，x≤0，,lnx＋1，x>0.))若|f(x)|≥ax，则a的取值范围是________．

解析　当x≤0时，f(x)＝－x2＋2x＝－(x－1)2＋1≤0，所以|f(x)|≥ax，化简为x2－2x≥ax，即x2≥(a＋2)x，因为x≤0，所以a＋2≥x恒成立，所以a≥－2；当x>0时，f(x)＝ln(x＋1)>0，所以|f(x)|≥ax化简为ln(x＋1)>ax恒成立，由函数图象可知a≤0，综上，当－2≤a≤0时，不等式|f(x)|≥ax恒成立，故填[－2,0]．
答案　[－2,0]
11．(2014·福建卷)函数f(x)＝eq \b\lc\{\rc\ (\a\vs4\al\co1(x2－2，x≤0，,2x－6＋ln x，x>0，))的零点个数是________．

解析　分段函数分别在每一段上判断零点个数，单调函数的零点至多有一个．当x≤0时，令x2－2＝0，解得x＝－eq \r(2)(正根舍去)．所以在(－∞，0)上有一个零点．当x>0时，f′(x)＝2＋eq \f(1,x)>0恒成立，所以f(x)在(0，＋∞)上是增函数．又因为f(2)＝－2＋ln 2<0，f(3)－ln 3>0，f(2)·f(3)<0，所以f(x)在(2,3)内有一个零点．综上，函数f(x)的零点个数为2.

答案　2

12．(2014·天津卷)已知函数f(x)＝eq \b\lc\{\rc\ (\a\vs4\al\co1(|x2＋5x＋4|，x≤0，,2|x－2|，x>0.))若函数y＝f(x)－a|x|恰有4个零点，则实数a的取值范围为________．

解析　作出函数f(x)的图象，根据图象观察出函数f(x)的图象与函数y1＝a|x|的图象交点的情况，然后利用判别式等知识求解．

画出函数f(x)的图象如图所示．
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函数y＝f(x)－a|x|有4个零点，即函数y1＝a|x|的图象与函数f(x)的图象有4个交点(根据图象知需a>0)．

当a＝2时，函数f(x)的图象与函数y1＝a|x|的图象有3个交点．故a<2.

当y＝a|x|(x≤0)与y＝|x2＋5x＋4|相切时，在整个定义域内，f(x)的图象与y1＝a|x|的图象有5个交点，此时，由eq \b\lc\{\rc\ (\a\vs4\al\co1(y＝－ax，,y＝－x2－5x－4))得x2＋(5－a)x＋4＝0.

由Δ＝0得(5－a)2－16＝0，解得a＝1，或a＝9(舍去)，则当1<a<2时，两个函数图象有4个交点．

故实数a的取值范围是(1,2)．

答案　(1,2)

三、解答题
13．设函数f(x)＝ax2＋bx＋b－1(a≠0)．

(1)当a＝1，b＝－2时，求函数f(x)的零点；

(2)若对任意b∈R，函数f(x)恒有两个不同零点，求实数a的取值范围．

解　(1)当a＝1，b＝－2时，f(x)＝x2－2x－3，

令f(x)＝0，得x＝3或x＝－1.

∴函数f(x)的零点为3和－1.

(2)依题意，f(x)＝ax2＋bx＋b－1＝0有两个不同实根．

∴b2－4a(b－1)>0恒成立，

即对于任意b∈R，b2－4ab＋4a>0恒成立，

所以有(－4a)2－4(4a)<0⇒a2－a<0，所以0<a<1.

因此实数a的取值范围是(0,1)．

14．(2014·湖州调研)某工厂某种产品的年固定成本为250万元，每生产x千件，需另投入成本为C(x)，当年产量不足80千件时，C(x)＝eq \f(1,3)x2＋10x(万元)；当年产量不小于80千件时，C(x)＝51x＋eq \f(10 000,x)－1 450(万元)．每件商品售价为0.05万元，通过市场分析，该厂生产的商品能全部售完．

(1)写出年利润L(x)(万元)关于年产量x(千件)的函数解析式；

(2)年产量为多少千件时，该厂在这种商品的生产中所获利润最大？

解　(1)因为每件商品售价为0.05万元，则x千件商品销售额为0.05×1 000x万元，依题意得，当0<x<80时，L(x)＝(0.05×1 000x)－eq \f(1,3)x2－10x－250＝－eq \f(1,3)x2＋40x－250.

当x≥80时，L(x)＝(0.05×1 000x)－51x－eq \f(10 000,x)＋1 450－250＝1 200－eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(x＋\f(10 000,x))).

所以L(x)＝eq \b\lc\{\rc\ (\a\vs4\al\co1(－\f(1,3)x2＋40x－2500<x<80，,1 200－\b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(x＋\f(10 000,x)))x≥80.))
(2)当0<x<80时，L(x)＝－eq \f(1,3)(x－60)2＋950，

此时，当x＝60时，L(x)取得最大值L(60)＝950万元．

当x≥80时，L(x)＝1 200－eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(x＋\f(10 000,x)))≤1 200－2eq \r(x·\f(10 000,x))＝1 200－200＝1 000.

此时，当x＝eq \f(10 000,x)，即x＝100时，L(x)取得最大值1 000万元．因为950<1 000，所以，当年产量为100千件时，该厂在这种商品的生产中所获利润最大，最大利润为1 000万元．

15．已知函数f(x)＝ln x＋2x－6.

(1)证明：函数f(x)有且只有一个零点；

(2)求该零点所在的一个区间，使这个区间的长度不超过eq \f(1,4).

(1)证明　f(x)的定义域为(0，＋∞)，且f(x)是增函数．

∵f(2)＝ln 2－2<0，f(3)＝ln 3>0，

∴f(2)·f(3)<0.

∴f(x)在(2,3)上至少有一个零点．

又因f(x)在(0，＋∞)上是增函数，

从而f(x)在(0，＋∞)上有且只有一个零点．

(2)解　由(1)知f(2)<0，f(3)>0.

∴f(x)的零点x0∈(2,3)．

取x1＝eq \f(5,2)，∵feq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(5,2)))＝ln eq \f(5,2)－1＝ln eq \f(5,2)－ln e<0，

∴feq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(5,2)))·f(3)<0，

∴x0∈eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(5,2)，3)).

取x2＝eq \f(11,4)，

∵feq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(11,4)))＝ln eq \f(11,4)－eq \f(1,2)＝ln eq \f(11,4)－ln eeq \f(1,2)>0，

∴feq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(11,4)))·feq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(5,2)))<0.

∴x0∈eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(5,2)，\f(11,4)))
且eq \b\lc\|\rc\|(\a\vs4\al\co1(\f(11,4)－\f(5,2)))＝eq \f(1,4)≤eq \f(1,4)，

∴eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(5,2)，\f(11,4)))即为符合条件的区间．

