  江苏省备战2010高考数学――压轴题跟踪演练系列二
-------------------------------------------------------------------------------------
1. (本小题满分12分)

已知常数a > 0, n为正整数，f n ( x ) = x n – ( x + a)n ( x > 0 )是关于x的函数.

(1) 判定函数f n ( x )的单调性，并证明你的结论.

(2) 对任意n ( a , 证明f `n + 1 ( n + 1 ) < ( n + 1 )fn`(n)
解: (1)  fn `( x ) = nx n – 1 – n ( x + a)n – 1 = n [x n – 1 – ( x + a)n – 1 ] ,
  ∵a > 0 , x > 0,  ∴ fn `( x ) < 0 , ∴ f n ( x )在（0，+∞）单调递减.      4分

（2）由上知：当x > a>0时, fn ( x ) = xn – ( x + a)n是关于x的减函数,

      ∴ 当n ( a时, 有：(n + 1 )n– ( n + 1 + a)n ( n n – ( n + a)n.             2分

又 ∴f `n + 1 (x ) = ( n + 1 ) [xn  –( x+ a )n ] ,

∴f `n + 1 ( n + 1 ) = ( n + 1 ) [(n + 1 )n  –( n + 1 + a )n ] < ( n + 1 )[ nn – ( n + a)n] =  ( n + 1 )[ nn – ( n + a )( n + a)n – 1 ]                                                2分
( n + 1 )fn`(n) = ( n + 1 )n[n n – 1 – ( n + a)n – 1 ] = ( n + 1 )[n n – n( n + a)n – 1 ],    2分
∵( n + a ) > n ,

∴f `n + 1 ( n + 1 ) < ( n + 1 )fn`(n) .                                      2分
2. (本小题满分12分)
已知：y = f (x) 定义域为［–1，1］，且满足：f (–1) = f (1) = 0 ，对任意u ,v([–1，1］，都有|f (u) – f (v) | ≤ | u –v | .

(1) 判断函数p ( x ) = x2 – 1 是否满足题设条件？

(2) 判断函数g(x)=[image: image246.emf]�
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，是否满足题设条件？

解： (1) 若u ,v ( [–1，1]， |p(u) – p (v)| = | u2 – v2 |=| (u + v )(u – v) |，
取u = [image: image2.wmf]4

3

([–1，1]，v = [image: image3.wmf]2

1

([–1，1], 

则  |p (u) – p (v)| = | (u + v )(u – v) | = [image: image4.wmf]4

5

| u – v | > | u – v |，

所以p( x)不满足题设条件.

（2）分三种情况讨论：

10. 若u ,v ( [–1，0]，则|g(u) – g (v)| = |(1+u) – (1 + v)|=|u – v |，满足题设条件；

20. 若u ,v ( [0，1]， 则|g(u) – g(v)| = |(1 – u) – (1 – v)|= |v –u|，满足题设条件；

30. 若u([–1，0]，v([0，1]，则：

    |g (u) –g(v)|=|(1 – u) – (1 + v)| = | –u – v| = |v + u | ≤| v – u| = | u –v|，满足题设条件;

40  若u([0，1]，v([–1，0], 同理可证满足题设条件.

综合上述得g(x)满足条件.

3. (本小题满分14分)
已知点P ( t , y )在函数f ( x ) = [image: image5.wmf]1
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(x ( –1)的图象上，且有t2 – c2at + 4c2 = 0 ( c ( 0 ).

(1) 求证：| ac | ( 4;
(2) 求证：在(–1，+∞）上f ( x )单调递增.

(3) (仅理科做)求证：f ( | a | ) + f ( | c | ) > 1.
证：(1) ∵ t(R, t ( –1,

       ∴ ⊿ = (–c2a)2 – 16c2 = c4a2 – 16c2 ( 0 ，

       ∵ c ( 0,  ∴c2a2 ( 16 ,  ∴| ac | ( 4.

  (2)  由 f ( x ) = 1 – [image: image6.wmf]1
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法1. 设–1 < x1 < x2, 则f (x2) – f ( x1) = 1– [image: image7.wmf]1
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∵ –1 < x1 < x2, ∴ x1 – x2 < 0,  x1 + 1 > 0,  x2 + 1 > 0 ,

∴f (x2) – f ( x1) < 0 , 即f (x2) < f ( x1) ,   ∴x ( 0时，f ( x )单调递增.
    法2. 由f ` ( x ) = [image: image10.wmf]2
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   ∴x > –1时，f ( x )单调递增.

（3）（仅理科做）∵f ( x )在x > –1时单调递增，| c | ( [image: image11.wmf]|
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f ( | a | ) + f ( | c | ) = [image: image15.wmf]1
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    即f ( | a | ) + f ( | c | ) > 1.
4．（本小题满分15分）

设定义在R上的函数[image: image19.wmf]432
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（其中[image: image20.wmf]i
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∈R，i=0,1,2,3,4），当

x= －1时，f (x)取得极大值[image: image21.wmf]2

3

，并且函数y=f (x+1)的图象关于点（－1，0）对称．

（1） 求f (x)的表达式；

（2） 试在函数f (x)的图象上求两点，使这两点为切点的切线互相垂直，且切点的横坐标都在区间[image: image22.wmf]2,2
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，求证：[image: image24.wmf]4

()().

3

nn

fxfy

-<


解：（1）[image: image25.wmf]3

1

().

3

fxxx

=-

…………………………5分

       （2）[image: image26.wmf](
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       （3）用导数求最值，可证得[image: image28.wmf]4
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5．（本小题满分13分）

设M是椭圆[image: image29.wmf]22

:1

124

xy

C

+=

上的一点，P、Q、T分别为M关于y轴、原点、x轴的对称点，N为椭圆C上异于M的另一点，且MN⊥MQ，QN与PT的交点为E，当M沿椭圆C运动时，求动点E的轨迹方程．

解：设点的坐标[image: image30.wmf]112211
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      由（1）－（2）可得[image: image33.wmf]1
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     又MN⊥MQ，[image: image34.wmf]1
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     直线QN的方程为[image: image36.wmf]1
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   代入（1）可得[image: image40.wmf]2
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6．（本小题满分12分）
过抛物线[image: image41.wmf]y
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上不同两点A、B分别作抛物线的切线相交于P点，[image: image42.wmf].
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（1）求点P的轨迹方程；

（2）已知点F（0，1），是否存在实数[image: image43.wmf]l
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的值，若不存在，请说明理由.
解法（一）：（1）设[image: image46.wmf])
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直线PA的方程是：[image: image51.wmf])
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∴点P的轨迹方程是[image: image55.wmf]).
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（2）由（1）得：[image: image56.wmf]),
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解法（二）：（1）∵直线PA、PB与抛物线相切，且[image: image65.wmf],
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∴直线PA、PB的斜率均存在且不为0，且[image: image66.wmf],

PB

PA

^


设PA的直线方程是[image: image67.wmf])
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即直线PA的方程是：[image: image72.wmf]2
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（2）由（1）得：[image: image77.wmf])
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7．（本小题满分14分）
设函数[image: image84.wmf]x
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8．(本小题满分12分)

如图，直角坐标系[image: image113.wmf]xOy
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(1) 求双曲线[image: image129.wmf]E
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||||16,

||||124,

||||2.

ABACa

ABACa

ABACa

ì

-=

ï

+=-

í

ï

-=

î





（3分）

解之得[image: image148.wmf]1

a

=

，∴[image: image149.wmf]2,3

cb

==

．

∴双曲线[image: image150.wmf]E

的方程为[image: image151.wmf]2

2

1

3

y

x

-=

．

（5分）

(2) 设在[image: image152.wmf]x

轴上存在定点[image: image153.wmf](,0)

Gt

，使[image: image154.wmf]()

BCGMGN

l

^-

uuuruuuuruuur

．

[image: image245.emf]�

x

�

y

�

D

�

O

�

C

�

A

�

B

设直线[image: image155.wmf]l

的方程为[image: image156.wmf]xmky

-=

，[image: image157.wmf]1122

(,),(,)

MxyNxy

．

由[image: image158.wmf]MPPN

l

=

uuuruuur

，得[image: image159.wmf]12

0

yy

l

+=

．

即[image: image160.wmf]1

2

y

y

l

=-






①

（6分）

∵[image: image161.wmf](4,0)

BC

=

uuur

，

[image: image162.wmf]1212

(,)

GMGNxtxtyy

llll

-=--+-

uuuuruuur

，

∴[image: image163.wmf]()

BCGMGN

l

^-

uuuruuuuruuur

[image: image164.wmf]12

()

xtxt

l

Û-=-

．

即[image: image165.wmf]12

()

kymtkymt

l

+-=+-

．
②

（8分）

把①代入②，得

[image: image166.wmf]1212

2()()0

kyymtyy

+-+=


③

（9分）

把[image: image167.wmf]xmky

-=

代入[image: image168.wmf]2

2

1

3

y

x

-=

并整理得

[image: image169.wmf]222

(31)63(1)0

kykmym

-++-=


其中[image: image170.wmf]2

310

k

-¹

且[image: image171.wmf]0

D>

，即[image: image172.wmf]2

1

3

k

¹

且[image: image173.wmf]22

31

km

+>

．

  [image: image174.wmf]2

1212

22

63(1)

,

3131

kmm

yyyy

kk

--

+==

--

．







（10分）

代入③，得

  [image: image175.wmf]2

22

6(1)6()

0

3131

kmkmmt

kk

--

-=

--

，

化简得 [image: image176.wmf]kmtk

=

．

当[image: image177.wmf]1

t

m

=

时，上式恒成立．

因此，在[image: image178.wmf]x

轴上存在定点[image: image179.wmf]1

(,0)

G

m

，使[image: image180.wmf]()

BCGMGN

l

^-

uuuruuuuruuur

．



（12分）

9．(本小题满分14分)

已知数列[image: image181.wmf]{

}

n

a

各项均不为0，其前[image: image182.wmf]n

项和为[image: image183.wmf]n

S

，且对任意[image: image184.wmf]*

n

Î

N

都有[image: image185.wmf](1)

nn

pSppa

-=-

（[image: image186.wmf]p

为大于1的常数），记[image: image187.wmf]12

12

1CCC

()

2

n

nnnn

n

n

aaa

fn

S

++++

=

L

．

(1) 求[image: image188.wmf]n

a

；

(2) 试比较[image: image189.wmf](1)

fn

+

与[image: image190.wmf]1

()

2

p

fn

p

+

的大小（[image: image191.wmf]*

n

Î

N

）；

(3) 求证：[image: image192.wmf]21

11

(21)()(1)(2)(21)1

12

n

pp

nfnfffn

pp

-

éù

æö

++

-+++--

êú

ç÷

-

êú

èø

ëû

L

„„

，（[image: image193.wmf]*

n

Î

N

）．

解：(1) ∵[image: image194.wmf](1)

nn

pSppa

-=-

，


①

∴[image: image195.wmf]11

(1)

nn

pSppa

++

-=-

．


②

②－①，得

[image: image196.wmf]11

(1)

nnn

papapa

++

-=-+

，

即[image: image197.wmf]1

nn

apa

+

=

．











（3分）

在①中令[image: image198.wmf]1

n

=

，可得[image: image199.wmf]1

ap

=

．

∴[image: image200.wmf]{

}

n

a

是首项为[image: image201.wmf]1

ap

=

，公比为[image: image202.wmf]p

的等比数列，[image: image203.wmf]n

n

ap

=

．


（4分）

(2) 由(1)可得[image: image204.wmf](1)(1)

11

nn

n

pppp

S

pp

--

==

--

．

[image: image205.wmf]12

12

1CCC

n

nnnn

aaa

++++

L

[image: image206.wmf]122

1CCC(1)(1)

nnnn

nnn

ppppp

=++++=+=+

L

．

∴[image: image207.wmf]12

12

1CCC

()

2

n

nnnn

n

n

aaa

fn

S

++++

=

L

[image: image208.wmf]1(1)

2(1)

n

nn

pp

pp

-+

=×

-

，


（5分）

[image: image209.wmf](1)

fn

+

[image: image210.wmf]1

11

1(1)

2(1)

n

nn

pp

pp

+

++

-+

=×

-

．

而[image: image211.wmf]1

()

2

p

fn

p

+

[image: image212.wmf]1

11

1(1)

2()

n

nn

pp

ppp

+

++

-+

=×

-

，且[image: image213.wmf]1

p

>

，

∴[image: image214.wmf]11

10

nn

ppp

++

->->

，[image: image215.wmf]10

p

->

．

∴[image: image216.wmf](1)

fn

+

[image: image217.wmf]<

[image: image218.wmf]1

()

2

p

fn

p

+

，（[image: image219.wmf]*

n

Î

N

）．







（8分）

(3) 由(2)知 [image: image220.wmf]1

(1)

2

p

f

p

+

=

，[image: image221.wmf](1)

fn

+

[image: image222.wmf]<

[image: image223.wmf]1

()

2

p

fn

p

+

，（[image: image224.wmf]*

n

Î

N

）．

∴当[image: image225.wmf]2

n

…

时，[image: image226.wmf]21

1111

()(1)()(2)()(1)()

2222

nn

pppp

fnfnfnf

pppp

-

++++

<-<-<<=

L

．

∴[image: image227.wmf]221

111

(1)(2)(21)

222

n

ppp

fffn

ppp

-

æöæö

+++

+++-+++

ç÷ç÷

èøèø

LL

„


[image: image228.wmf]21

11

1

12

n
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-

éù

æö
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=-

êú

ç÷

-

êú

èø

ëû

，



（10分）

（当且仅当[image: image229.wmf]1

n

=

时取等号）．

另一方面，当[image: image230.wmf]2

n

…

，[image: image231.wmf]1,2,,21

kn

=-

L

时，

[image: image232.wmf]2

22

1(1)(1)

()(2)

2(1)2(1)

knk

kknknk

ppp

fkfnk

ppp

-

--

éù

-++

+-=+

êú

--

ëû


[image: image233.wmf]2

22

1(1)(1)

2

2(1)2(1)

knk

kknknk

ppp

ppp

-

--

-++

××

--

…


[image: image234.wmf]2

12(1)1

2(1)(1)

n

nknk

pp

ppp

-

-+

=×

--


[image: image235.wmf]22

12(1)1

21

n

nnknk

pp

pppp

-

-+

=×

--+

．

∵[image: image236.wmf]2

2

knkn

ppp

-

+

…

，∴[image: image237.wmf]2222

121(1)

nknknnn

pppppp

-

--+-+=-

„

．

∴[image: image238.wmf]12(1)

()(2)2()

2(1)

n

nn

pp

fkfnkfn

pp

-+

+-×=

-

…

，（当且仅当[image: image239.wmf]kn

=

时取等号）．（13分）

∴[image: image240.wmf]212121

111

1

()[()(2)]()(21)()

2

nnn

kkk

fkfkfnkfnnfn

---

===

=+-=-

ååå

…

．（当且仅当[image: image241.wmf]1

n

=

时取等号）．

综上所述，[image: image242.wmf]21

21

1

11

(21)()()1

12

n

n

k

pp

nfnfk

pp

-

-

=

éù

æö

++

--

êú

å

ç÷

-

êú

èø

ëû

„„

，（[image: image243.wmf]*

n

Î

N

）．（14分）
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