第42练　不等式选讲
[题型分析·高考展望]　本部分主要考查绝对值不等式的解法.求含绝对值的函数的值域及求含参数的绝对值不等式中参数的取值范围，不等式的证明等，结合集合的运算、函数的图象和性质、恒成立问题及基本不等式，绝对值不等式的应用成为命题的热点，主要考查基本运算能力与推理论证能力及数形结合思想、分类讨论思想.

体验高考

1.(2016·课标全国甲)已知函数f(x)＝eq \b\lc\|\rc\|(\a\vs4\al\co1(x－\f(1,2)))＋eq \b\lc\|\rc\|(\a\vs4\al\co1(x＋\f(1,2)))，M为不等式f(x)<2的解集.

(1)求M；

(2)证明：当a，b∈M时，|a＋b|<|1＋ab|.

(1)解　f(x)＝eq \b\lc\{\rc\ (\a\vs4\al\co1(－2x，x≤－\f(1,2)，,1，－\f(1,2)<x<\f(1,2)，,2x，x≥\f(1,2).))
当x≤－eq \f(1,2)时，

由f(x)<2得－2x<2，

解得x>－1，所以－1<x≤－eq \f(1,2)；

当－eq \f(1,2)<x<eq \f(1,2)时，f(x)<2；

当x≥eq \f(1,2)时，由f(x)<2得2x<2，

解得x<1，

所以，－eq \f(1,2)<x<1.

所以f(x)<2的解集M＝{x|－1<x<1}.

(2)证明　由(1)知，当a，b∈M时，－1<a<1，－1<b<1，

从而(a＋b)2－(1＋ab)2＝a2＋b2－a2b2－1＝(a2－1)(1－b2)<0，即(a＋b)2<(1＋ab)2，

因此|a＋b|<|1＋ab|.
2.(2016·课标全国丙)已知函数f(x)＝|2x－a|＋a.

(1)当a＝2时，求不等式f(x)≤6的解集；

(2)设函数g(x)＝|2x－1|.当x∈R时，f(x)＋g(x)≥3，求a的取值范围.

解　(1)当a＝2时，f(x)＝|2x－2|＋2.

解不等式|2x－2|＋2≤6得－1≤x≤3.

因此f(x)≤6的解集为{x|－1≤x≤3}.

(2)当x∈R时，

f(x)＋g(x)＝|2x－a|＋a＋|1－2x|

≥|2x－a＋1－2x|＋a
＝|1－a|＋a，

当x＝eq \f(1,2)时等号成立，

所以当x∈R时，

f(x)＋g(x)≥3等价于|1－a|＋a≥3.①
当a≤1时，①等价于1－a＋a≥3，无解.

当a＞1时，①等价于a－1＋a≥3，

解得a≥2.

所以a的取值范围是[2，＋∞).

高考必会题型

题型一　含绝对值不等式的解法
含有绝对值的不等式的解法

(1)|f(x)|>a(a>0)⇔f(x)>a或f(x)<－a；

(2)|f(x)|<a(a>0)⇔－a<f(x)<a；

(3)对形如|x－a|＋|x－b|≤c，|x－a|＋|x－b|≥c的不等式，可利用绝对值不等式的几何意义求解.

例1　已知函数f(x)＝|x－a|，其中a＞1.

(1)当a＝2时，求不等式f(x)≥4－|x－4|的解集；

(2)已知关于x的不等式|f(2x＋a)－2f(x)|≤2的解集为{x|1≤x≤2}，求a的值.

解　(1)当a＝2时，

f(x)＋|x－4|＝eq \b\lc\{\rc\ (\a\vs4\al\co1(－2x＋6，x≤2，,2，2＜x＜4，,2x－6，x≥4.))
当x≤2时，由f(x)≥4－|x－4|

得－2x＋6≥4，

解得x≤1；

当2＜x＜4时，f(x)≥4－|x－4|无解；

当x≥4时，由f(x)≥4－|x－4|

得2x－6≥4，解得x≥5；

所以f(x)≥4－|x－4|的解集为{x|x≤1或x≥5}.

(2)记h(x)＝f(2x＋a)－2f(x)，

则h(x)＝eq \b\lc\{\rc\ (\a\vs4\al\co1(－2a，x≤0，,4x－2a，0＜x＜a，,2a，x≥a.))
由|h(x)|≤2，解得eq \f(a－1,2)≤x≤eq \f(a＋1,2).

又已知|h(x)|≤2的解集为{x|1≤x≤2}，

所以eq \b\lc\{\rc\ (\a\vs4\al\co1(\f(a－1,2)＝1，,\f(a＋1,2)＝2，))于是a＝3.
点评　(1)用零点分段法解绝对值不等式的步骤：

①求零点；②划区间、去绝对值号；③分别解去掉绝对值的不等式；④取每个结果的并集，注意在分段时不要遗漏区间的端点值.

(2)用图象法、数形结合可以求解含有绝对值的不等式，使得代数问题几何化，既通俗易懂，又简洁直观，是一种较好的方法.
变式训练1　已知函数f(x)＝|x－2|－|x－5|.

(1)证明：－3≤f(x)≤3；

(2)求不等式f(x)≥x2－8x＋15的解集.

(1)证明　f(x)＝|x－2|－|x－5|＝eq \b\lc\{\rc\ (\a\vs4\al\co1(－3，x≤2，,2x－7，2<x<5，,3，x≥5.))
当2<x<5时，－3<2x－7<3.

所以－3≤f(x)≤3.

(2)解　由(1)可知，

当x≤2时，f(x)≥x2－8x＋15的解集为空集；

当2<x<5时，f(x)≥x2－8x＋15的解集为{x|5－eq \r(3)≤x<5}；

当x≥5时，f(x)≥x2－8x＋15的解集为

{x|5≤x≤6}.

综上，不等式f(x)≥x2－8x＋15的解集为{x|5－eq \r(3)≤x≤6}.
题型二　不等式的证明
1.含有绝对值的不等式的性质

|a|－|b|≤|a±b|≤|a|＋|b|.

2.算术—几何平均不等式

定理1：设a，b∈R，则a2＋b2≥2ab.当且仅当a＝b时，等号成立.

定理2：如果a、b为正数，则eq \f(a＋b,2)≥eq \r(ab)，当且仅当a＝b时，等号成立.

定理3：如果a、b、c为正数，则eq \f(a＋b＋c,3)≥eq \r(3,abc)，当且仅当a＝b＝c时，等号成立.

定理4：(一般形式的算术—几何平均不等式)如果a1，a2，…，an为n个正数，则eq \f(a1＋a2＋…＋an,n)≥eq \r(n,a1a2…an)，当且仅当a1＝a2＝…＝an时，等号成立.

例2　(1)已知x，y均为正数，且x>y.求证：2x＋eq \f(1,x2－2xy＋y2)≥2y＋3.

(2)已知实数x，y满足：|x＋y|<eq \f(1,3)，|2x－y|<eq \f(1,6)，

求证：|y|<eq \f(5,18).

证明　(1)因为x>0，y>0，x－y>0，

2x＋eq \f(1,x2－2xy＋y2)－2y
＝2(x－y)＋eq \f(1,x－y2)
＝(x－y)＋(x－y)＋eq \f(1,x－y2)
≥3eq \r(3,x－y2\f(1,x－y2))＝3，

所以2x＋eq \f(1,x2－2xy＋y2)≥2y＋3.
(2)因为3|y|＝|3y|＝|2(x＋y)－(2x－y)|≤2|x＋y|＋|2x－y|，

由题设知|x＋y|<eq \f(1,3)，|2x－y|<eq \f(1,6)，

从而3|y|<eq \f(2,3)＋eq \f(1,6)＝eq \f(5,6)，所以|y|<eq \f(5,18).

点评　(1)作差法应该是证明不等式的常用方法.作差法证明不等式的一般步骤：①作差；②分解因式；③与0比较；④结论.关键是代数式的变形能力.

(2)在不等式的证明中，适当“放”“缩”是常用的推证技巧.
变式训练2　(1)若a，b∈R，求证：eq \f(|a＋b|,1＋|a＋b|)≤eq \f(|a|,1＋|a|)＋eq \f(|b|,1＋|b|).

(2)已知a，b，c均为正数，a＋b＝1，求证：eq \f(a2,b)＋eq \f(b2,c)＋eq \f(c2,a)≥1.

证明　(1)当|a＋b|＝0时，不等式显然成立.

当|a＋b|≠0时，由0<|a＋b|≤|a|＋|b|⇒eq \f(1,|a＋b|)≥eq \f(1,|a|＋|b|)，所以eq \f(|a＋b|,1＋|a＋b|)＝eq \f(1,\f(1,|a＋b|)＋1)≤eq \f(1,1＋\f(1,|a|＋|b|))＝eq \f(|a|＋|b|,1＋|a|＋|b|)≤eq \f(|a|,1＋|a|)＋eq \f(|b|,1＋|b|).

(2)因为eq \f(a2,b)＋b≥2a，eq \f(b2,c)＋c≥2b，eq \f(c2,a)＋a≥2c，

故eq \f(a2,b)＋eq \f(b2,c)＋eq \f(c2,a)＋(a＋b＋c)≥2(a＋b＋c)，

即eq \f(a2,b)＋eq \f(b2,c)＋eq \f(c2,a)≥a＋b＋c，

所以eq \f(a2,b)＋eq \f(b2,c)＋eq \f(c2,a)≥1.
题型三　柯西不等式的应用
柯西不等式

(1)设a，b，c，d均为实数，则(a2＋b2)(c2＋d2)≥(ac＋bd)2，当且仅当ad＝bc时等号成立.

(2)设a1，a2，a3，…，an，b1，b2，b3，…，bn是实数，则(aeq \o\al(2,1)＋aeq \o\al(2,2)＋…＋aeq \o\al(2,n))(beq \o\al(2,1)＋beq \o\al(2,2)＋…＋beq \o\al(2,n))≥(a1b1＋a2b2＋…＋anbn)2，当且仅当bi＝0(i＝1，2，…，n)或存在一个数k，使得ai＝kbi(i＝1，2，…，n)时，等号成立.

例3　(2015·福建)已知a＞0，b＞0，c＞0，函数f(x)＝|x＋a|＋|x－b|＋c的最小值为4.

(1)求a＋b＋c的值；

(2)求eq \f(1,4)a2＋eq \f(1,9)b2＋c2的最小值.

解　(1)因为f(x)＝|x＋a|＋|x－b|＋c≥|(x＋a)－(x－b)|＋c＝|a＋b|＋c，当且仅当－a≤x≤b时，等号成立.

又a＞0，b＞0，所以|a＋b|＝a＋b.

所以f(x)的最小值为a＋b＋c.

又已知f(x)的最小值为4，

所以a＋b＋c＝4.

(2)由(1)知a＋b＋c＝4，由柯西不等式得

eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(1,4)a2＋\f(1,9)b2＋c2))(4＋9＋1)

≥eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(a,2)×2＋\f(b,3)×3＋c×1))2
＝(a＋b＋c)2＝16，

即eq \f(1,4)a2＋eq \f(1,9)b2＋c2≥eq \f(8,7).

当且仅当eq \f(\f(1,2)a,2)＝eq \f(\f(1,3)b,3)＝eq \f(c,1)，

即a＝eq \f(8,7)，b＝eq \f(18,7)，c＝eq \f(2,7)时等号成立.

故eq \f(1,4)a2＋eq \f(1,9)b2＋c2的最小值为eq \f(8,7).

点评　(1)使用柯西不等式证明的关键是恰当变形，化为符合它的结构形式，当一个式子与柯西不等式的左边或右边具有一致形式时，就可使用柯西不等式进行证明.

(2)利用柯西不等式求最值的一般结构为

(aeq \o\al(2,1)＋aeq \o\al(2,2)＋…＋aeq \o\al(2,n))(eq \f(1,a\o\al(2,1))＋eq \f(1,a\o\al(2,2))＋…＋eq \f(1,a\o\al(2,n)))≥(1＋1＋…＋1)2＝n2.在使用柯西不等式时，要注意右边为常数且应注意等号成立的条件.
变式训练3　已知定义在R上的函数f(x)＝|x＋1|＋|x－2|的最小值为a.

(1)求a的值；

(2)若p，q，r是正实数，且满足p＋q＋r＝a，求证：p2＋q2＋r2≥3.

(1)解　因为|x＋1|＋|x－2|≥|(x＋1)－(x－2)|＝3，当且仅当－1≤x≤2时，等号成立，

所以f(x)的最小值等于3，即a＝3.

(2)证明　由(1)知p＋q＋r＝3，

又因为p，q，r是正实数，

所以(p2＋q2＋r2)(12＋12＋12)≥(p×1＋q×1＋r×1)2＝(p＋q＋r)2＝9，

即p2＋q2＋r2≥3.
高考题型精练

1.如果关于x的不等式|x－3|－|x－4|<a的解集不是空集，求实数a的取值范围.

解　设y＝|x－3|－|x－4|，

则y＝eq \b\lc\{\rc\ (\a\vs4\al\co1(－1，x≤3，,2x－7，3<x<4，,1，x≥4))的图象如图所示：
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若|x－3|－|x－4|<a的解集不是空集，

则(|x－3|－|x－4|)min<a.

由图象可知当a>－1时，不等式的解集不是空集.

即实数a的取值范围是(－1，＋∞).
2.设x>0，y>0，若不等式eq \f(1,x)＋eq \f(1,y)＋eq \f(λ,x＋y)≥0恒成立，求实数λ的最小值.

解　∵x>0，y>0，∴原不等式可化为－λ≤(eq \f(1,x)＋eq \f(1,y))·(x＋y)＝2＋eq \f(y,x)＋eq \f(x,y).

∵2＋eq \f(y,x)＋eq \f(x,y)≥2＋2eq \r(\f(y,x)·\f(x,y))＝4，

当且仅当x＝y时等号成立.

∴[(eq \f(1,x)＋eq \f(1,y))(x＋y)]min＝4，

∴－λ≤4，λ≥－4.即实数λ的最小值是－4.
3.若不等式|2x－1|＋|x＋2|≥a2＋eq \f(1,2)a＋2对任意实数x恒成立，求实数a的取值范围.

解　设y＝|2x－1|＋|x＋2|＝eq \b\lc\{\rc\ (\a\vs4\al\co1(－3x－1，x<－2，,－x＋3，－2≤x<\f(1,2)，,3x＋1，x≥\f(1,2).))
当x<－2时，y＝－3x－1>5；

当－2≤x<eq \f(1,2)时，y＝－x＋3>eq \f(5,2)；

当x≥eq \f(1,2)时，y＝3x＋1≥eq \f(5,2)，

故函数y＝|2x－1|＋|x＋2|的最小值为eq \f(5,2).

因为不等式|2x－1|＋|x＋2|≥a2＋eq \f(1,2)a＋2对任意实数x恒成立，所以eq \f(5,2)≥a2＋eq \f(1,2)a＋2.

解不等式eq \f(5,2)≥a2＋eq \f(1,2)a＋2，得－1≤a≤eq \f(1,2)，

故a的取值范围为[－1，eq \f(1,2)].
4.设不等式|x－2|<a(a∈N*)的解集为A，且eq \f(3,2)∈A，eq \f(1,2)∉A，

(1)求a的值；

(2)求函数f(x)＝|x＋a|＋|x－2|的最小值.

解　(1)因为eq \f(3,2)∈A，且eq \f(1,2)∉A，

所以eq \b\lc\|\rc\|(\a\vs4\al\co1(\f(3,2)－2))<a，且eq \b\lc\|\rc\|(\a\vs4\al\co1(\f(1,2)－2))≥a，

解得eq \f(1,2)<a≤eq \f(3,2).又因为a∈N*，

所以a＝1.

(2)因为|x＋1|＋|x－2|≥|(x＋1)－(x－2)|＝3，

当且仅当(x＋1)(x－2)≤0，

即－1≤x≤2时取到等号，所以f(x)的最小值为3.
5.已知f(x)＝|x＋1|＋|x－1|，不等式f(x)<4的解集为M.

(1)求M；

(2)当a，b∈M时，证明：2|a＋b|<|4＋ab|.

(1)解　f(x)＝|x＋1|＋|x－1|＝eq \b\lc\{\rc\ (\a\vs4\al\co1(－2x，x<－1，,2，－1≤x≤1，,2x，x>1.))
当x<－1时，由－2x<4，得－2<x<－1；

当－1≤x≤1时，f(x)＝2<4；

当x>1时，由2x<4，得1<x<2.

∴综上可得－2<x<2，即M＝(－2，2).

(2)证明　∵a，b∈M，

即－2<a<2，－2<b<2，

∴4(a＋b)2－(4＋ab)2＝4(a2＋2ab＋b2)－(16＋8ab＋a2b2)＝(a2－4)(4－b2)<0，

∴4(a＋b)2<(4＋ab)2，

∴2|a＋b|<|4＋ab|.
6.已知a2＋2b2＋3c2＝6，若存在实数a，b，c，使得不等式a＋2b＋3c>|x＋1|成立，求实数x的取值范围.

解　由柯西不等式知

[12＋(eq \r(2))2＋(eq \r(3))2][a2＋(eq \r(2)b)2＋(eq \r(3)c)2]

≥(1·a＋eq \r(2)·eq \r(2)b＋eq \r(3)·eq \r(3)c)2
即6×(a2＋2b2＋3c2)≥ (a＋2b＋3c)2.

又∵a2＋2b2＋3c2＝6，

∴6×6≥(a＋2b＋3c)2，

∴－6≤a＋2b＋3c≤6，

∵存在实数a，b，c，使得不等式a＋2b＋3c>|x＋1|成立.

∴|x＋1|<6，∴－7<x<5.

∴x的取值范围是{x|－7<x<5}.
7.设函数f(x)＝|x－a|＋3x，其中a>0.

(1)当a＝1时，求不等式f(x)≥3x＋2的解集；

(2)若不等式f(x)≤0的解集为{x|x≤－1}，求a的值.

解　(1)当a＝1时，f(x)≥3x＋2可化为|x－1|≥2.

由此可得x≥3或x≤－1.

故不等式f(x)≥3x＋2的解集为{x|x≥3或x≤－1}.

(2)由f(x)≤0得|x－a|＋3x≤0.

此不等式化为不等式组eq \b\lc\{\rc\ (\a\vs4\al\co1(x≥a，,x－a＋3x≤0))或eq \b\lc\{\rc\ (\a\vs4\al\co1(x<a，,a－x＋3x≤0，))
即eq \b\lc\{\rc\ (\a\vs4\al\co1(x≥a，,x≤\f(a,4)))或eq \b\lc\{\rc\ (\a\vs4\al\co1(x<a，,x≤－\f(a,2).))
因为a>0，所以不等式组的解集为{x|x≤－eq \f(a,2)}.

由题设可得－eq \f(a,2)＝－1，故a＝2.
8.(2015·课标全国Ⅰ)已知函数f(x)＝|x＋1|－2|x－a|，a>0.

(1)当a＝1时，求不等式f(x)>1的解集；

(2)若f(x)的图象与x轴围成的三角形面积大于6，求a的取值范围.

解　(1)当a＝1时，

f(x)>1化为|x＋1|－2|x－1|－1>0.

当x≤－1时，不等式化为x－4>0，无解；

当－1<x<1时，不等式化为3x－2>0，

解得eq \f(2,3)<x<1；

当x≥1时，不等式化为－x＋2>0，解得1≤x<2.

所以f(x)>1的解集为eq \b\lc\{\rc\}(\a\vs4\al\co1(x\b\lc\|\rc\ (\a\vs4\al\co1(\f(2,3)<x<2)))).

(2)由题设可得，f(x)＝eq \b\lc\{\rc\ (\a\vs4\al\co1(x－1－2a，x<－1，,3x＋1－2a，－1≤x≤a，,－x＋1＋2a，x>a.))
所以函数f(x)的图象与x轴围成的三角形的三个顶点分别为Aeq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(2a－1,3)，0))，B(2a＋1，0)，C(a，a＋1)，

△ABC的面积为eq \f(2,3)(a＋1)2.

由题设得eq \f(2,3)(a＋1)2>6，故a>2.

所以a的取值范围为(2，＋∞).

