2010年普通高等学校招生全国统一考试
数  学（理）（北京卷）
本试卷分第Ⅰ卷和第Ⅱ卷两部分。第Ⅰ卷1至2页、第Ⅱ卷3至5页，共150分。考试时长120分钟。考生务必将答案答在答题卡上，在试卷上作答无效，考试结束后，将本试卷和答题卡一并交回。
第Ⅰ卷（选择题  共40分）
一、本大题共8小题，每小题5分，共40分。在每小题列出的四个选项中，选出符合题目要求的一项。
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（3）一个长方体去掉一个小长方体，所得几何体的正（主）视图与侧（左）视图分别如右图所示，则该几何体的俯视图为     
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（4）8名学生和2位第师站成一排合影，2位老师不相邻的排法种数为
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（5）极坐标方程[image: image18.wmf](1)()0(0)
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表示的图形是
（A）两个圆                              （B）两条直线
（C）一个圆和一条射线                   [image: image19.png]2 RLR(ZXXKCOMMRIL T




 （D）一条直线和一条射线
（6[image: image20.png]2 RLR(ZXXKCOMMRIL T
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为一次函数”的
（A）充分而不必要条件                     （B）必要而不充分条件
（C）充分必要条件                         （D）既不充分也不必要条件
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 表示的平面区域为D，若指数函数[image: image25.wmf]x
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的图像上存在区域D上的点，则[image: image26.wmf]a

的取值范围是
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上，动点P，Q分别在棱AD，CD上，若EF=1，[image: image32.wmf]1
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第II卷（共110分）
二、填空题：本大题共6小题，每小题5分，共30分。
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对应的点的坐标为          。
（10）在△ABC中，若b = 1，c =[image: image51.wmf]3
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（11）从某小学随机抽取100名同学，将他们的身高（单位：厘米）数据绘制成频率分布直方图（如图）。由图中数据可知a＝          。若要从身高在[ 120 , 130），[130 ，140) , [140 , 150]三组内的学生中，用分层抽样的方法选取18人参加一项活动，则从身高在[140 ，150]内的学生中选取的人数应为         。[image: image53.png]07100 110 120 130 140 150 52 /g




[来源:学科网][image: image293.png]



（12）如图，[image: image54.wmf]O
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AE，AB＝4, BC＝2, AD＝3,则DE＝          ；CE＝         。
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的焦点相同，那么双曲线的焦点坐标为        ；渐近线方程为     [image: image59.png]2 RLR(ZXXKCOMMRIL T
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（14）如图放置的边长为1[image: image60.png]2 RLR(ZXXKCOMMRIL T
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正方形PABC沿
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轴滚动.设顶点
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周期为        ；
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在其两个相邻零点间的图象与
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轴所围区域的面积为         。
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说明：“正方形PABC沿
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轴滚动”包括沿
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轴正方向和沿
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轴负方向滚动。沿
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轴正方向滚动指的是先以顶点A为中心顺时针旋转，当顶点B落在
[image: image74.wmf]x

轴上时，再以顶点B为中心顺时针旋转，[image: image75.png]2 RLR(ZXXKCOMMRIL T




如此继续. 类似地，正方形PABC可以沿
[image: image76.wmf]x

轴负方向滚动。
三、解答题：本大题共6小题[image: image77.png]2 RLR(ZXXKCOMMRIL T




，共80分。解答应写出文字说明，演算步骤或证明过程。
（15）（本小题共13分）
     已知函数
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（Ⅰ）求
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（Ⅱ）求
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的最大值和最小值。
（16）（本小题共14分）
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ACEF所在的平面互相垂直，CE⊥AC,EF∥AC,AB=[image: image82.wmf]2

，CE=EF=1.
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）求证：AF∥平面BDE；
（Ⅱ）求证：CF⊥平面BDE；
（Ⅲ）求二面角A-BE-D的大小。
                   [image: image84.png]2 RLR(ZXXKCOMMRIL T
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(17)(本小题共13分)

某同学参加3门课程的考试.假设该同学第一门课程取得优秀成绩的概率为[image: image85.wmf]4
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，第二、第三门课程取得优秀成绩的概率分别为[image: image86.wmf]p
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的课程数，其分布列为
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(Ⅰ)求该生至少有1门课程取得优秀成绩的概率；
(Ⅱ)求[image: image96.wmf]p
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值；
(Ⅲ)求数学期望[image: image99.wmf]E

ξ。
(18)(本小题共13分)

已知函数
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(Ⅰ)当[image: image101.wmf]k
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(1))处的切线方程；
(Ⅱ)求[image: image106.wmf]f
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)的单调区间。
（19）（本小题共14分）
在平面直角坐标系
[image: image108.wmf]xOy

中，点
[image: image109.wmf]B

与点A（-1,1）关于原点O对称，P是动点，且直线AP与BP的斜率之积等于[image: image110.wmf]1
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(Ⅰ)求动点P的轨迹方程；
(Ⅱ)设直线AP和BP分别与直线
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=3交于点M,N，问：是否存在点P使得△PAB与△PMN的面积相等？若存在，求出点P的坐标；若不存在，说明理由。
（20）（本小题共13分）
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个是偶数
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2010年北京市高考数学试卷（理科）
参考答案与试题解析
　

一、选择题（共8小题，每小题5分，满分40分）
1．（5分）（2010•北京）（北京卷理1）集合P={x∈Z|0≤x＜3}，M={x∈Z|x2＜9}，则P∩M=（　　）

A．{1，2}
B．{0，1，2}
C．{x|0≤x＜3}
D．{x|0≤x≤3}

【考点】交集及其运算．菁优网版权所有
【专题】集合．

【分析】由题意集合P={x∈Z|0≤x＜3}，M={x∈Z|x2＜9}，分别解出集合P，M，从而求出P∩M．

【解答】解：∵集合P={x∈Z|0≤x＜3}，

∴P={0，1，2}，

∵M={x∈Z|x2＜9}，

∴M={﹣2，﹣1，0，1，2}，

∴P∩M={0，1，2}，

故选B．

【点评】此题考查简单的集合的运算，集合在高考的考查是以基础题为主，题目比较容易，复习中我们应从基础出发．

　

2．（5分）（2010•北京）在等比数列{an}中，a1=1，公比q≠1．若am=a1a2a3a4a5，则m=（　　）

A．9
B．10
C．11
D．12

【考点】等比数列的性质．菁优网版权所有
【专题】等差数列与等比数列．

【分析】把a1和q代入am=a1a2a3a4a5，求得am=a1q10，根据等比数列通项公式可得m．

【解答】解：am=a1a2a3a4a5=a1qq2q3q4=a1q10，因此有m=11

【点评】本题主要考查了等比数列的性质．属基础题．

　

3．（5分）（2010•北京）一个长方体去掉一个小长方体，所得几何体的正视图与侧（左）视图分别如图所，则该几何体的俯视图为（　　）
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A．[image: image125.png]



B．[image: image126.png]



C．[image: image127.png]



D．[image: image128.png]



【考点】简单空间图形的三视图．菁优网版权所有
【专题】立体几何．

【分析】从正视图和侧视图上分析，去掉的长方体的位置应该在的方位，然后判断俯视图的正确图形．

【解答】解：由正视图可知去掉的长方体在正视线的方向，从侧视图可以看出去掉的长方体在原长方体的左侧，

由以上各视图的描述可知其俯视图符合C选项．

故选：C．

【点评】本题考查几何体的三视图之间的关系，要注意记忆和理解“长对正、高平齐、宽相等”的含义．

　

4．（5分）（2010•北京）8名学生和2位老师站成一排合影，2位老师不相邻的排法种数为（　　）

A．A88A92
B．A88C92
C．A88A72
D．A88C72
【考点】排列、组合的实际应用．菁优网版权所有
【专题】排列组合．

【分析】本题要求两个教师不相邻，用插空法来解决问题，将所有学生先排列，有A88种排法，再将两位老师插入9个空中，共有A92种排法，根据分步计数原理得到结果．

【解答】解：用插空法解决的排列组合问题，

将所有学生先排列，有A88种排法，

然后将两位老师插入9个空中，

共有A92种排法，

∴一共有A88A92种排法．

故选A．

【点评】本题考查排列组合的实际应用，考查分步计数原理，是一个典型的排列组合问题，对于不相邻的问题，一般采用插空法来解．

　

5．（5分）（2010•北京）极坐标方程（ρ﹣1）（θ﹣π）=0（ρ≥0）表示的图形是（　　）

A．两个圆
B．两条直线

C．一个圆和一条射线
D．一条直线和一条射线

【考点】简单曲线的极坐标方程．菁优网版权所有
【专题】坐标系和参数方程．

【分析】由题中条件：“（ρ﹣1）（θ﹣π）=0”得到两个因式分别等于零，结合极坐标的意义即可得到．

【解答】解：方程（ρ﹣1）（θ﹣π）=0⇒ρ=1或θ=π，

ρ=1是半径为1的圆，

θ=π是一条射线．

故选C．

【点评】本题考查点的极坐标和直角坐标的互化，能在极坐标系中用极坐标刻画点的位置，体会在极坐标系和平面直角坐标系中刻画点的位置的区别，能进行极坐标和直角坐标的互化．

　

6．（5分）（2010•北京）若[image: image129.png]


，[image: image130.png]


是非零向量，“[image: image131.png]


⊥[image: image132.png]


”是“函数[image: image133.png]f(x) =(xatb) = (xb-a)



为一次函数”的（　　）

A．充分而不必要条件
B．必要不充分条件

C．充分必要条件
D．既不充分也不必要条件

【考点】必要条件、充分条件与充要条件的判断；数量积判断两个平面向量的垂直关系．菁优网版权所有
【专题】简易逻辑．

【分析】先判别必要性是否成立，根据一次函数的定义，得到[image: image134.png]


，则[image: image135.png]


成立，再判断充分性是否成立，由[image: image136.png]


，不能推出函数为一次函数，因为[image: image137.png]


时，函数是常数，而不是一次函数．

【解答】解：[image: image138.png]£(x) = (xa4b) *» GB-2) =arbxt (Tol*-Tal?) x-aob




，

如[image: image139.png]


，则有[image: image140.png]


，

如果同时有[image: image141.png]


，则函数f（x）恒为0，不是一次函数，因此不充分，

而如果f（x）为一次函数，则[image: image142.png]


，因此可得[image: image143.png]


，故该条件必要．

故答案为B．

【点评】此题考查必要条件、充分条件与充要条件的判别，同时考查平面向量的数量积的相关运算．

　

7．（5分）（2010•北京）设不等式组[image: image144.png]xty ~ 1120
324320
5x - 3y+9<.0



表示的平面区域为D，若指数函数y=ax的图象上存在区域D上的点，则a的取值范围是（　　）

A．（1，3]
B．[2，3]
C．（1，2]
D．[3，+∞]
【考点】二元一次不等式（组）与平面区域；指数函数的图像与性质．菁优网版权所有
【专题】不等式的解法及应用．

【分析】先依据不等式组[image: image145.png]xty ~ 1120
324320
5x - 3y+9<.0



，结合二元一次不等式（组）与平面区域的关系画出其表示的平面区域，再利用指数函数y=ax的图象特征，结合区域的角上的点即可解决问题．

【解答】解：作出区域D的图象，联系指数函数y=ax的图象，

由[image: image146.png]


得到点C（2，9），

当图象经过区域的边界点C（2，9）时，a可以取到最大值3，

而显然只要a大于1，图象必然经过区域内的点．

故选：A．

[image: image147.png]



【点评】这是一道略微灵活的线性规划问题，本题主要考查了用平面区域二元一次不等式组、指数函数的图象与性质，以及简单的转化思想和数形结合的思想，属中档题．

　

8．（5分）（2010•北京）如图，正方体ABCD﹣A1B1C1D1的棱长为2，动点E、F在棱A1B1上，动点P，Q分别在棱AD，CD上，若EF=1，A1E=x，DQ=y，DP=z（x，y，z大于零），则四面体PEFQ的体积（　　）

[image: image148.png]



A．与x，y，z都有关
B．与x有关，与y，z无关

C．与y有关，与x，z无关
D．与z有关，与x，y无关

【考点】棱柱、棱锥、棱台的体积．菁优网版权所有
【专题】立体几何．

【分析】四面体PEFQ的体积，找出三角形△EFQ面积是不变量，P到平面的距离是变化的，从而确定选项．

【解答】解：从图中可以分析出，△EFQ的面积永远不变，为面A1B1CD面积的[image: image149.png]


，

而当P点变化时，它到面A1B1CD的距离是变化的，因此会导致四面体体积的变化．

故选D．

【点评】本题考查棱锥的体积，在变化中寻找不变量，是中档题．

　

二、填空题（共6小题，每小题5分，满分30分）
9．（5分）（2010•北京）在复平面内，复数[image: image150.png]


对应的点的坐标为　（﹣1，1）　．

【考点】复数的代数表示法及其几何意义．菁优网版权所有
【专题】数系的扩充和复数．

【分析】首先进行复数的除法运算，分子和分母同乘以分母的共轭复数，分子和分母进行复数的乘法运算，得到最简形式即复数的代数形式，写出复数对应的点的坐标．

【解答】解：∵[image: image151.png]e ey () =
=




，

∴复数在复平面上对应的点的坐标是（﹣1，1）

故答案为：（﹣1，1）

【点评】本题考查复数的代数形式的乘除运算，考查复数在复平面上对应的点的坐标，要写点的坐标，需要把复数写成代数形式的标准形式，实部做横标，虚部做纵标，得到点的坐标．

　

10．（5分）（2010•北京）在△ABC中，若b=1，c=[image: image152.png]


，∠C=[image: image153.png]2n



，则a=　1　．

【考点】三角形中的几何计算．菁优网版权所有
【专题】解三角形．

【分析】先根据b，c，∠c，由正弦定理可得sinB，进而求得B，再根据正弦定理求得a．

【解答】解：在△ABC中由正弦定理得[image: image154.png]sink

.o
i



，

∴sinB=[image: image155.png]


，

∵b＜c，

故B=[image: image156.png]E]



，则A=[image: image157.png]E]




由正弦定理得[image: image158.png]a _ b
LiTA “ SR





∴a=[image: image159.png]TYB



=1

故答案为：1

【点评】本题考查了应用正弦定理求解三角形问题．属基础题．

　

11．（5分）（2010•北京）从某小学随机抽取100名同学，将他们身高（单位：厘米）数据绘制成频率分布直方图（如图）．由图中数据可知a=　0.03　．若要从身高在[120，130﹚，[130，140﹚，[140，150]三组内的学生中，用分层抽样的方法选取18人参加一项活动，则从身高在[140，150]内的学生中选取的人数应为　3　．

[image: image160.png]07100 110 120 130 140 150 52 /g




【考点】频率分布直方图．菁优网版权所有
【专题】概率与统计．

【分析】欲求a，可根据直方图中各个矩形的面积之和为1，列得一元一次方程，解出a，欲求选取的人数，可先由直方图找出三个区域内的学生总数，及其中身高在[140，150]内的学生人数，再根据分层抽样的特点，代入其公式求解．

【解答】解：∵直方图中各个矩形的面积之和为1，

∴10×（0.005+0.035+a+0.02+0.01）=1，

解得a=0.03．

由直方图可知三个区域内的学生总数为100×10×（0.03+0.02+0.01）=60人．

其中身高在[140，150]内的学生人数为10人，

所以身高在[140，150]范围内抽取的学生人数为[image: image161.png]18



×10=3人．

故答案为：0.03，3．

【点评】本题考查频率分布直方图的相关知识．直方图中的各个矩形的面积代表了频率，所以各个矩形面积之和为1．同时也考查了分层抽样的特点，即每个层次中抽取的个体的概率都是相等的，都等于[image: image162.png]


．

　

12．（5分）（2010•北京）如图，⊙O的弦ED，CB的延长线交于点A．若BD⊥AE，AB=4，BC=2，AD=3，则DE=　5　；CE=　[image: image163.png]


　．

[image: image164.png]



【考点】圆內接多边形的性质与判定．菁优网版权所有
【专题】立体几何．

【分析】首先根据题中圆的切线条件再依据割线定理求得一个线段AE的长，再根据勾股定理的线段的关系可求得CE的长度即可．

【解答】解：首先由割线定理不难知道AB•AC=AD•AE，

于是AE=8，DE=5，又BD⊥AE，

故BE为直径，因此∠C=90°，

由勾股定理可知CE2=AE2﹣AC2=28，

故CE=[image: image165.png]


．

故填：5；[image: image166.png]


．

【点评】本题考查与圆有关的比例线段、平面几何的切割线定理，属容易题．

　

13．（5分）（2010•北京）已知双曲线[image: image167.png]


的离心率为2，焦点与椭圆[image: image168.png]


的焦点相同，那么双曲线的焦点坐标为　（4，0），（﹣4，0）　；渐近线方程为　y=[image: image169.png]


x　．

【考点】双曲线的简单性质；椭圆的简单性质．菁优网版权所有
【专题】圆锥曲线的定义、性质与方程．

【分析】先根据椭圆的方程求出焦点坐标，得到双曲线的c值，再由离心率求出a的值，最后根据b=[image: image170.png]


得到b的值，可得到渐近线的方程．

【解答】解：∵椭圆[image: image171.png]


的焦点为（4，0）（﹣4，0），故双曲线中的c=4，且满足[image: image172.png]


=2，故a=2，

b=[image: image173.png]


，所以双曲线的渐近线方程为y=±[image: image174.png]


=±[image: image175.png]


x

故答案为：（4，0），（﹣4，0）；y=[image: image176.png]


x

【点评】本题主要考查圆锥曲线的基本元素之间的关系问题，同时双曲线、椭圆的相应知识也进行了综合性考查．

　

14．（5分）（2010•北京）如图放置的边长为1的正方形PABC沿x轴滚动．设顶点P（x，y）的轨迹方程是y=f（x），则f（x）的最小正周期为　4　；y=f（x）在其两个相邻零点间的图象与x轴所围区域的面积为　π+1　．

[image: image177.png]



【考点】函数的图象与图象变化．菁优网版权所有
【专题】函数的性质及应用．

【分析】正方形PABC沿x轴滚动”包括沿x轴正方向和沿x轴负方向滚动．沿x轴正方向滚动指的是先以顶点A为中心顺时针旋转，当顶点B落在x轴上时，再以顶点B为中心顺时针旋转，如此继续．类似地，正方形PABC可以沿x轴负方向滚动．

【解答】解：从某一个顶点（比如A）落在x轴上的时候开始计算，到下一次A点落在x轴上，

这个过程中四个顶点依次落在了x轴上，而每两个顶点间距离为正方形的边长1，因此该函数的周期为4．

下面考察P点的运动轨迹，不妨考察正方形向右滚动，

P点从x轴上开始运动的时候，首先是围绕A点运动[image: image178.png]


个圆，该圆半径为1，

然后以B点为中心，滚动到C点落地，其间是以BP为半径，旋转90°，

然后以C为圆心，再旋转90°，这时候以CP为半径，

因此最终构成图象如下：

[image: image179.png]



故其与x轴所围成的图形面积为[image: image180.png]s:zx% XX 12% XX (f7) 2+z><%><1><1:7[+1



．

故答案为：4，π+1

【点评】本题考查的知识点是函数图象的变化，其中根据已知画出正方形转动过程中的一个周期内的图象，利用数形结合的思想对本题进行分析是解答本题的关键．

　

三、解答题（共6小题，满分80分）
15．（13分）（2010•北京）已知函数f（x）=2cos2x+sin2x﹣4cosx．

（Ⅰ）求[image: image181.png]


的值；

（Ⅱ）求f（x）的最大值和最小值．

【考点】三角函数的最值；二倍角的余弦．菁优网版权所有
【专题】三角函数的求值．

【分析】（Ⅰ）把x=[image: image182.png]ME]



代入到f（x）中，利用特殊角的三角函数值求出即可；

（Ⅱ）利用同角三角函数间的基本关系把sin2x变为1﹣cos2x，然后利用二倍角的余弦函数公式把cos2x变为2cos2x﹣1，得到f（x）是关于cosx的二次函数，利用配方法把f（x）变成二次函数的顶点式，根据cosx的值域，利用二次函数求最值的方法求出f（x）的最大值和最小值即可．

【解答】解：（Ⅰ）[image: image183.png]m . 2T bl
£(5) =200 20 4 sin® T - deos T



=[image: image184.png]


；

（Ⅱ）f（x）=2（2cos2x﹣1）+（1﹣cos2x）﹣4cosx

=3cos2x﹣4cosx﹣1

=[image: image185.png]2
3 (cos=2) -1 x€R



，

因为cosx∈[﹣1，1]，

所以当cosx=﹣1时，f（x）取最大值6；当[image: image186.png]cosx=



时，取最小值﹣[image: image187.png]


．

【点评】考查学生灵活运用同角三角函数间的基本关系及二倍角的余弦函数公式化间求值，此题以三角函数为平台，考查二次函数求最值的方法．

　

16．（14分）（2010•北京）如图，正方形ABCD和四边形ACEF所在的平面互相垂直，CE⊥AC，EF∥AC，AB=[image: image188.png]


，CE=EF=1．

（Ⅰ）求证：AF∥平面BDE；

（Ⅱ）求证：CF⊥平面BDE；

（Ⅲ）求二面角A﹣BE﹣D的大小．

[image: image189.png]i




【考点】空间中直线与平面之间的位置关系；直线与平面平行的判定；直线与平面垂直的判定．菁优网版权所有
【专题】空间位置关系与距离．

【分析】（Ⅰ）设AC与BD交于点G，则在平面BDE中，可以先证明四边形AGEF为平行四边形⇒EG∥AF，就可证：AF∥平面BDE；

（Ⅱ）先以C为原点，建立空间直角坐标系C﹣xyz．把对应各点坐标求出来，可以推出[image: image190.png]


•[image: image191.png]


=0和[image: image192.png]


•[image: image193.png]


=0，就可以得到CF⊥平面BDE

（Ⅲ）先利用（Ⅱ）找到[image: image194.png]


=（[image: image195.png]


，[image: image196.png]


，1），是平面BDE的一个法向量，再利用平面ABE的法向量[image: image197.png]


•[image: image198.png]


=0和[image: image199.png]


•[image: image200.png]


=0，求出平面ABE的法向量[image: image201.png]


，就可以求出二面角A﹣BE﹣D的大小．

【解答】解：证明：（I）设AC与BD交于点G，

因为EF∥AG，且EF=1，AG=[image: image202.png]


AC=1，

所以四边形AGEF为平行四边形．所以AF∥EG．

因为EG⊂平面BDE，AF⊄平面BDE，

所以AF∥平面BDE．

（II）因为正方形ABCD和四边形ACEF所在的平面互相垂直，CE⊥AC，

所以CE⊥平面ABCD．

如图，以C为原点，建立空间直角坐标系C﹣xyz．

则C（0，0，0），A（[image: image203.png]


，[image: image204.png]


，0），D（[image: image205.png]


，0，0），E（0，0，1），F（[image: image206.png]


，[image: image207.png]


，1）．

所以[image: image208.png]


=（[image: image209.png]


，[image: image210.png]


，1），[image: image211.png]


=（0，﹣[image: image212.png]


，1），[image: image213.png]


=（﹣[image: image214.png]


，0，1）．

所以[image: image215.png]


•[image: image216.png]


=0﹣1+1=0，[image: image217.png]


•[image: image218.png]


=﹣1+0+1=0．

所以CF⊥BE，CF⊥DE，所以CF⊥平面BDE

（III）由（II）知，[image: image219.png]


=（[image: image220.png]


，[image: image221.png]


，1），是平面BDE的一个法向量，

设平面ABE的法向量[image: image222.png]


=（x，y，z），则[image: image223.png]


•[image: image224.png]


=0，[image: image225.png]


•[image: image226.png]


=0．

即[image: image227.png](x, v, z) = (4fg, 0, 0) =0
(x, v, 2) = (0, -4z, 1) =0




所以x=0，且z=[image: image228.png]


y．令y=1，则z=[image: image229.png]


．所以n=（[image: image230.png]0, 1, 4f7



），从而cos（[image: image231.png]


，[image: image232.png]


）=[image: image233.png]



因为二面角A﹣BE﹣D为锐角，所以二面角A﹣BE﹣D为[image: image234.png]E]



．

[image: image235.png]



【点评】本题综合考查直线和平面垂直的判定和性质和线面平行的推导以及二面角的求法．在证明线面平行时，其常用方法是在平面内找已知直线平行的直线．当然也可以用面面平行来推导线面平行．

　

17．（13分）（2010•北京）某同学参加3门课程的考试．假设该同学第一门课程取得优秀成绩的概率为[image: image236.png]


，第二、第三门课程取得优秀成绩的概率分别为p，q（p＞q），且不同课程是否取得优秀成绩相互独立．记ξ为该生取得优秀成绩的课程数，其分布列为

	ξ
	0
	1
	2
	3

	p
	[image: image237.png]1795




	a
	d
	[image: image238.png]195






（Ⅰ）求该生至少有1门课程取得优秀成绩的概率；

（Ⅱ）求数学期望Eξ．

【考点】离散型随机变量的期望与方差；互斥事件与对立事件；相互独立事件的概率乘法公式．菁优网版权所有
【专题】概率与统计．

【分析】（I）由题意知事件该生至少有一门课程取得优异成绩与事件“ξ=0”是对立的，要求该生至少有一门课程取得优秀成绩的概率，需要先知道该生没有一门课程优秀，根据对立事件的概率求出结果．

（II）由题意可知，需要先求出分布列中的概率a和b的值，根据互斥事件的概率和相互独立事件同时发生的概率，得到这两个值，求出概率之后，问题就变为求期望．

【解答】解：事件A表示“该生第i门课程取得优异成绩”，i=1，2，3．

由题意可知

[image: image239.png]P (8)) =5, P (a) =, P (&) =q




（I）由于事件“该生至少有一门课程取得优异成绩”与事件“ξ=0”是对立的，

∴该生至少有一门课程取得优秀成绩的概率是

1﹣P（ξ=0）=1﹣[image: image240.png]6 _119
125175




（II）由题意可知，

P（ξ=0）=[image: image241.png]PUR, Bphy) = (17p) (1-0) =



，

P（ξ=3）=[image: image242.png]24

P (a4, )’qu o8




整理得p=[image: image243.png]


．

∵a=P（ξ=1）=[image: image244.png]P (AjAyAs) +P (A A A) +



[image: image245.png]P (AjAyhy)




=[image: image246.png]2-p) (@) +hp (1-a) +E (1-p)




=[image: image247.png]195




d=P（ξ=2）=1﹣P（ξ=0）﹣P（ξ=1）﹣P（ξ=3）=[image: image248.png]195




∴Eξ=0×P（ξ=0）+1×P（ξ=1）+2×P（ξ=2）+3×P（ξ=3）=[image: image249.png]



【点评】本题课程互斥事件的概率，相互独立事件同时发生的概率，离散型随机变量的分布列和期望，是一道综合题，求离散型随机变量的分布列和期望是近年来理科高考必出的一个问题．

　

18．（13分）（2010•北京）已知函数f（x）=ln（1+x）﹣x+[image: image250.png]


x2（k≥0）．

（Ⅰ）当k=2时，求曲线y=f（x）在点（1，f（1））处的切线方程；

（Ⅱ）求f（x）的单调区间．

【考点】利用导数研究曲线上某点切线方程；利用导数研究函数的单调性．菁优网版权所有
【专题】导数的概念及应用．

【分析】（I）根据导数的几何意义求出函数f（x）在x=1处的导数，从而求出切线的斜率，然后求出切点坐标，再用点斜式写出直线方程，最后化简成一般式即可；

（II）先求出导函数f'（x），讨论k=0，0＜k＜1，k=1，k＞1四种情形，在函数的定义域内解不等式fˊ（x）＞0和fˊ（x）＜0即可．

【解答】解：（I）当K=2时，[image: image251.png]£ (x) =ln (Lhe) —xby? £ () == 142x
1+x




由于[image: image252.png]£(1) = (2), £ (1) =



所以曲线y=f（x）在点（1，f（1））处的切线方程为

[image: image253.png]y-1n2=2 (x-1)



．即3x﹣2y+2ln2﹣3=0

（II）f'（x）=[image: image254.png]


﹣1+kx（x＞﹣1）

当k=0时，[image: image255.png]£

() =

1+x




因此在区间（﹣1，0）上，f'（x）＞0；在区间（0，+∞）上，f'（x）＜0；

所以f（x）的单调递增区间为（﹣1，0），单调递减区间为（0，+∞）；

当0＜k＜1时，[image: image256.png], _x (kxtk-1)
£ () = ——




，得[image: image257.png]5100 5y



；

因此，在区间（﹣1，0）和[image: image258.png]Lk ooy

(



上，f'（x）＞0；在区间[image: image259.png](o,

g ‘



上，f'（x）＜0；

即函数f（x）的单调递增区间为（﹣1，0）和[image: image260.png]Lk ooy

(



，单调递减区间为（0，[image: image261.png]


）；

当k=1时，[image: image262.png]¢

(x)

Ttz



．f（x）的递增区间为（﹣1，+∞）

当k＞1时，由[image: image263.png], _x (kxtk-1)
£ () == ——




，得[image: image264.png]€ (-1, 0)

5100 5y



；

因此，在区间[image: image265.png](-1, =)



和（0，+∞）上，f'（x）＞0，在区间[image: image266.png]e

.0



上，f'（x）＜0；

即函数f（x）的单调递增区间为[image: image267.png](-1, =)



和（0，+∞），单调递减区间为[image: image268.png]e

.0



．

【点评】本题主要考查了利用导数研究曲线上某点切线方程，以及函数的单调性等基础知识，考查运算求解能力、推理论证能力，考查数形结合思想、化归与转化思想、分类讨论的数学思想，属于基础题．

　

19．（14分）（2010•北京）在平面直角坐标系xOy中，点B与点A（﹣1，1）关于原点O对称，P是动点，且直线AP与BP的斜率之积等于﹣[image: image269.png]


．

（Ⅰ）求动点P的轨迹方程；

（Ⅱ）设直线AP和BP分别与直线x=3交于点M，N，问：是否存在点P使得△PAB与△PMN的面积相等？若存在，求出点P的坐标；若不存在，说明理由．

【考点】轨迹方程；三角形中的几何计算；点到直线的距离公式．菁优网版权所有
【专题】圆锥曲线的定义、性质与方程；圆锥曲线中的最值与范围问题．

【分析】（Ⅰ）设点P的坐标为（x，y），先分别求出直线AP与BP的斜率，再利用直线AP与BP的斜率之间的关系即可得到关系式，化简后即为动点P的轨迹方程；

（Ⅱ）对于存在性问题可先假设存在，由面积公式得：[image: image270.png]1
E\FA\‘\FB\sinLAFB:%\FM\‘ |PH |sin PN



．根据角相等消去三角函数得比例式，最后得到关于点P的纵坐标的方程，解之即得．

【解答】解：（Ⅰ）因为点B与A（﹣1，1）关于原点O对称，所以点B得坐标为（1，﹣1）．

设点P的坐标为（x，y）

[image: image271.png]



化简得x2+3y2=4（x≠±1）．

故动点P轨迹方程为x2+3y2=4（x≠±1）

（Ⅱ）解：若存在点P使得△PAB与△PMN的面积相等，设点P的坐标为（x0，y0）

则[image: image272.png]1
E\FA\‘\FB\sinLAFB:%\FM\‘ |PH |sin PN



．

因为sin∠APB=sin∠MPN，

所以[image: image273.png]



所以[image: image274.png]


=[image: image275.png]13- x|





即（3﹣x0）2=|x02﹣1|，解得[image: image276.png]o




因为x02+3y02=4，所以[image: image277.png]



故存在点P使得△PAB与△PMN的面积相等，此时点P的坐标为[image: image278.png]


．

【点评】本题主要考查了轨迹方程、三角形中的几何计算等知识，属于中档题．

　

20．（13分）（2010•北京）已知集合Sn={X|X=（x1，x2，…，xn），xi∈{0，1}，i=1，2，…，n}（n≥2）对于A=（a1，a2，…an，），B=（b1，b2，…bn，）∈Sn，定义A与B的差为A﹣B=（|a1﹣b1|，|a2﹣b2|，…|an﹣bn|）；

A与B之间的距离为[image: image279.png]d (& B) :zn la;~b
=1




（Ⅰ）证明：∀A，B，C∈Sn，有A﹣B∈Sn，且d（A﹣C，B﹣C）=d（A，B）；

（Ⅱ）证明：∀A，B，C∈Sn，d（A，B），d（A，C），d（B，C）三个数中至少有一个是偶数

（Ⅲ）设P⊆Sn，P中有m（m≥2）个元素，记P中所有两元素间距离的平均值为[image: image280.png]4 (P)



．

证明：[image: image281.png]4 (P)



≤[image: image282.png]2 (m-1)



．

【考点】进行简单的合情推理．菁优网版权所有
【专题】压轴题；推理和证明．

【分析】（Ⅰ）因为每个数位上都是0或者1，取差的绝对值仍然是0或者1，符合Sn的要求．

然后是减去C的数位，不管减去的是0还是1，每一个a和每一个b都是同时减去的，

因此不影响他们原先的差．

（Ⅱ）先比较A和B有几个不同（因为距离就是不同的有几个），然后比较A和C有几个不同，

这两者重复的（就是某一位上A和B不同，A和C不同，那么这一位上B和C就相同）去掉两次

（因为在前两次比较中各计算了一次），剩下的就是B和C的不同数目，

很容易得到这样的关系式：h=k+l﹣2i，从而三者不可能同为奇数．

（Ⅲ）首先理解P中会出现Cm2个距离，所以平均距离就是距离总和再除以Cm2，

而距离的总和仍然可以分解到每个数位上，第一位一共产生了多少个不同，

第二位一共产生了多少个不同，如此下去，直到第n位．然后思考，

第一位一共m个数，只有0和1会产生一个单位距离，因此只要分开0和1的数目即可，

等算出来[image: image283.png]2
4 e <2



，一切就水到渠成了．

此外，这个问题需要注意一下数学语言的书写规范．

【解答】解：（1）设A=（a1，a2，…，an），B=（b1，b2，…，bn），C=（c1，c2，…，cn）∈Sn
因ai，bi∈0，1，故|ai﹣bi|∈0，1，（i=1，2，…，n）a1b1∈0，1，

即A﹣B=（|a1﹣b1|，|a2﹣b2|，…，|an﹣bn|）∈Sn
又ai，bi，ci∈（0，1），i=1，2，…，n

当ci=0时，有||ai﹣ci|﹣|bi﹣ci||=|ai﹣bi|；

当ci=1时，有||ai﹣ci|﹣|bi﹣ci||=|（1﹣ai）﹣（1﹣bi）=|ai﹣bi|

故[image: image284.png]d (4-C, B-C) la; ~b,l=d (& B)




（2）设A=（a1，a2，…，an），B=（b1，b2，…，bn），C=（c1，c2，…，cn）∈Sn
记d（A，B）=k，d（A，C）=l，d（B，C）=h

记O=（0，0，…，0）∈Sn，由第一问可知：

d（A，B）=d（A﹣A，B﹣A），d=（O，B﹣A）=k

d（A，C）=d（A﹣A，C﹣A）=d（O，C﹣A）=l

d（B，C）=d（B﹣A，C﹣A）=h

即|bi﹣ai|中1的个数为k，|ci﹣ai|中1的个数为l，（i=1，2，…，n）

设t是使|bi﹣ai|=|ci﹣ai|=1成立的i的个数，则有h=k+l﹣2t，

由此可知，k，l，h不可能全为奇数，即d（A，B），d（A，C），d（B，C）三个数中至少有一个是偶数．

（3）显然P中会产生Cm2个距离，也就是说[image: image285.png]=Py gz T dB

Ger



，其中[image: image286.png]L d4.B)



表示P中每两个元素距离的总和．

分别考察第i个位置，不妨设P中第i个位置一共出现了ti个1，那么自然有m﹣ti个0，因此在这个位置上所产生的距离总和为[image: image287.png]2
(n-v,) <%




，（i=1，2，…，n），

那么n个位置的总和[image: image288.png]X d4B) = Z L)< n-

ferhorny





即[image: image289.png]p L mn __mn
d=(Pre L ddB)< i =50





【点评】本题是综合考查集合、数列与推理综合的应用，这道题目的难点主要出现在读题上，需要仔细分析，以找出解题的突破点．题目所给的条件其实包含两个定义，第一个是关于Sn的，其实Sn中的元素就是一个n维的坐标，其中每个坐标值都是0或者1，也可以这样理解，就是一个n位数字的数组，每个数字都只能是0和1，第二个定义叫距离，距离定义在两者之间，如果直观理解就是看两个数组有多少位不同，因为只有0和1才能产生一个单位的距离，因此这个大题最核心的就是处理数组上的每一位数，然后将处理的结果综合起来，就能看到整体的性质了．
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