《数学思想方法和常用的解题技巧》巩固训练
一、选择题
1．若a>b>1，P＝eq \r(lg a·lg b)，Q＝eq \f(1,2)(lg a＋lg b)，R＝lgeq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(a＋b,2)))，则
(　　)．
A．R<P<Q 
B．P<Q<R
C．Q<P<R 
D．P<R<Q
解析　取a＝100，b＝10，此时P＝ eq \r(2)，Q＝eq \f(3,2)＝lg eq \r(1 000)，R＝lg 55＝
lg eq \r(3 025)，比较可知P<Q<R.

答案　B

2．在各项均为正数的等比数列{an}中，若a5a6＝9，则log3a1＋log3a2＋…＋log3a10＝

(　　)．
A．8 
B．10 
C．12 
D．2＋log35

解析　用特殊法．由条件，联想到构造一等比数列3，3，…，3，…，可知B正确．

答案　B

3．函数f(x)＝eq \b\lc\{\rc\ (\a\vs4\al\co1(ln x－x2＋2x，x>0，,2x＋1，x≤0))的零点个数为
(　　)．
A．0 
B．1 
C．2 
D．3

解析　当x>0时，可作出y＝lnx，y＝x2－2x的图象如图所示．由图示可得函数f(x)＝ln x－x2＋2x(x>0)有两个零点．当x<0时，f(x)＝2x＋1有零点x＝－eq \f(1,2).综上，可得f(x)有3个零点．


答案　D

4．设0<x<eq \f(π,2)，则“xsin2 x<1”是“xsin x<1”的
(　　)．
A．充分而不必要条件
B．必要而不充分条件

C．充分必要条件
D．既不充分也不必要条件

解析　由0<x<eq \f(π,2)，得0<sin x<1，故由xsin x<1，可得xsin2x<xsin x<1，即“xsin2x<1”是“xsin x<1”的必要条件；而若xsin2x<1，则xsin x<eq \f(1,sin x)，但eq \f(1,sin x)>1，故不能得到xsin x<1，所以“xsin2x<1”是“xsin x<1”的必要而不充分条件．

答案　B

5．函数y＝eq \f(ex＋e－x,ex－e－x)的图象大致为

(　　)．
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解析　函数有意义，需使ex－e－x≠0，故得其定义域为{x|x∈R，且x≠0}，故排除C，D；又因为y＝eq \f(ex＋e－x,ex－e－x)＝eq \f(e2x＋1,e2x－1)＝1＋eq \f(2,e2x－1)，所以，当x>0时，函数为减函数，故选A.

答案　A

6．已知函数f(x)＝sineq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(2ωx－\f(π,3)))(ω>0)的最小正周期为π，则f(x)的图象的一条对称轴方程是

(　　)．
A．x＝eq \f(π,12) 
B．x＝eq \f(π,6) 
C．x＝eq \f(5,12)π 
D．x＝eq \f(π,3)
解析　由eq \f(2π,2ω)＝π，所以ω＝1，所以f(x)＝sineq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(2x－\f(π,3)))，代入验证可知使sineq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(2x－\f(π,3)))＝±1，只有x＝eq \f(5,12)π，选C.

答案　C

7．已知函数f(x)＝mx2＋(m－3)x＋1的图象与x轴的交点至少有一个在原点右侧，则实数m的取值范围是

(　　)．
A．(0,1) 
B．(0,1]

C．(－∞，1) 
D．(－∞，1]

解析　令m＝0，由f(x)＝0，得x＝eq \f(1,3)，适合，排除A，B.令m＝1，由f(x)＝0，得x＝1；适合，排除C.

答案　D

8．已知三个互不重合的平面α，β，γ，α∩β＝m，n⊂γ，且直线m，n不重合，由下列三个条件：①m∥γ，n⊂β；②m∥γ，n∥β；③m⊂γ，n∥β.能推得m∥n的条件是

(　　)．
A．①或② 
B．①或③
C．只有② 
D．②或③
解析　构建长方体模型，如图，观察选项特点，可优先判断条件②；取平面α为平面ADD′A′，平面β为平面ABCD，则直线m为直线AD.因m∥γ，故可取平面γ为平面A′B′C′D′，因为n⊂γ且n∥β，故可取直线n为直线A′B′.则直线AD与直线A′B′为异面直线，故m与n不平行．因此，可排除A，C，D，选B.
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答案　B

9．若动点P，Q在椭圆9x2＋16y2＝144上，且满足OP⊥OQ，则中心O到弦PQ的距离OH必等于
(　　)．
A.eq \f(20,3)  
B.eq \f(23,4)  

C.eq \f(12,5)  
D.eq \f(4,15)
解析　选一个特殊位置(如图)，令OP，OQ分别在长、短正半轴上，由a2＝16，b2＝9，得OP＝4，OQ＝3，则OH＝eq \f(12,5).根据“在一般情况下成立，则在特殊情况下也成立”可知，答案C正确．
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答案　C

10．在平面直角坐标系中，若不等式组eq \b\lc\{\rc\ (\a\vs4\al\co1(x＋y－1≥0，,x－1≤0，,ax－y＋1≥0))(a为常数)所表示的平面区域的面积等于2，则a的值为
(　　)．
A．－5 
B．1 
C．2 
D．3

解析　如图阴影部分即为满足x－1≤0与x＋y－1≥0的可行域．而直线ax－y＋1＝0恒过点(0,1)，故看作该直线绕点(0,1)旋转，当a＝－5时，则可行域不是一个封闭区域；当a＝1时，封闭区域的面积是1；当a＝2时，封闭区域的面积是eq \f(3,2)；当a＝3时，封闭区域的面积恰好为2.
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答案　D

11．同时具有性质“①最小正周期是π，②图象关于直线x＝eq \f(π,3)对称；③在eq \b\lc\[\rc\](\a\vs4\al\co1(－\f(π,6)，\f(π,3)))上是增函数”的一个函数是

(　　)．
A．y＝sineq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(x,2)＋\f(π,6))) 
B．y＝coseq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(2x＋\f(π,3)))
C．y＝sineq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(2x－\f(π,6))) 
D．y＝coseq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(2x－\f(π,6)))
解析　对于函数y＝sineq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(x,2)＋\f(π,6)))的周期是4π，所以排除A；对于函数y＝coseq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(2x＋\f(π,3)))的周期为π，而cos2×eq \f(π,3)＋eq \f(π,3)＝－1，故x＝eq \f(π,3)是此函数的对称轴，但此函数在eq \b\lc\[\rc\](\a\vs4\al\co1(－\f(π,6)，\f(π,3)))上不是增函数，所以排除B；对于函数y＝sineq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(2x－\f(π,6)))的周期为π，又sineq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(2×\f(π,3)－\f(π,6)))＝1，故x＝eq \f(π,3)是此函数的对称轴，又由2kπ－eq \f(π,2)≤2x－eq \f(π,6)≤2kπ＋eq \f(π,2)，得kπ－eq \f(π,6)≤x≤kπ＋eq \f(π,3)(k∈Z)，当k＝0时，知此函数在eq \b\lc\[\rc\](\a\vs4\al\co1(－\f(π,6)，\f(π,3)))上是增函数，故选C.

答案　C

12．设0<b<1＋a，若关于x的不等式(x－b)2>(ax)2的解集中的整数恰有3个，则

(　　)．
A．－1<a<0 
B．0<a<1

C．1<a<3 
D．3<a<6

解析　取a＝±eq \f(1,2)，代入原不等式得3x2－8bx＋4b2>0，解得x<eq \f(2,3)b或x>2b，不符合条件，从而排除A，B.取a＝4代入原不等式得15x2＋2bx－b2<0，解得－eq \f(b,3)<x<eq \f(b,5)，0<b<5，解集中的整数解少于3个，从而排除D，故选C.

答案　C

二、填空题
13．已知a，b为不垂直的异面直线，α是一个平面，则a，b在α上的射影有可能是：①两条平行直线；②两条互相垂直的直线；③同一条直线；④一条直线及其外一点．

在上面的结论中，正确结论的序号是________(写出所有正确的序号)．

解析　用正方体ABCDA1B1C1D1实例说明A1D1与BC1在平面ABCD上的射影互相平行，AB1与BC1在平面ABCD上的射影互相垂直，BC1与DD1在平面ABCD上的射影是一条直线及其外一点．

答案　①②④
14．已知函数f(x)＝ln x－eq \f(a,x).若f(x)<x2在(1，＋∞)上恒成立，则a的取值范围是________．

解析　∵f(x)<x2，∴ln x－eq \f(a,x)<x2，又x>1，

∴a>xln x－x3，

令g(x)＝xln x－x3，h(x)＝g′(x)＝1＋ln x－3x2，

h′(x)＝eq \f(1,x)－6x＝eq \f(1－6x2,x)，

当x∈(1，＋∞)时，

h′(x)<0恒成立，∴h(x)在(1，＋∞)上单调递减．

∴h(x)<h(1)＝－2<0.

∴即g′(x)<0

∴g(x)在(1，＋∞)上单调递减．

∴g(x)<g(1)＝－1.

∴a>－1.

答案　(－1，＋∞)

15．过抛物线y＝ax2(a>0)的焦点F作一直线交抛物线于P，Q两点，若线段PF与FQ的长分别为p，q，则eq \f(1,p)＋eq \f(1,q)为________．

解析　若用常规方法，运算量很大，不妨设PQ∥x轴，则p＝q＝eq \f(1,2a)，∴eq \f(1,p)＋eq \f(1,q)＝4a.

答案　4a
16．定义在R上的偶函数f(x)满足f(x＋1)＝－f(x)，且在[－1,0]上是增函数，给出下列关于f(x)的命题：①f(x)是周期函数；②f(x)关于直线x＝1对称；③f(x)在[0,1]上是增函数；④f(x)在[1,2]上是减函数；⑤f(2)＝f(0)．其中正确命题的序号是________．

解析　由f(x＋1)＝－f(x)，可得f(x＋2)＝f((x＋1)＋1)＝－f(x＋1)＝－(－f(x))＝f(x)，所以函数f(x)是周期函数，它的一个周期为2，所以命题①正确；由f(x＋1)＝－f(x)，令x＝－eq \f(1,2)，可得feq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(1,2)))＝－feq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(－\f(1,2)))，而函数f(x)为偶函数，所以feq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(1,2)))＝－feq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(－\f(1,2)))＝－feq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(1,2)))，解得feq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(1,2)))＝0，故feq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(－\f(1,2)))＝0.根据函数f(x)在[－1,0]上为增函数及feq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(－\f(1,2)))＝0，作出函数f(x)在[－1,0]上的图象，
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然后根据f(x)为偶函数作出其在[0,1]上的图象，再根据函数的周期性把函数图象向两方无限延展，即得满足条件的一个函数图象，如图所示 .

由函数的图象显然可判断出命题②⑤正确，而函数f(x)在[0,1]上是减函数，在[1,2]上是增函数，所以命题③④是错误的．综上，命题①②⑤是正确的．

答案　①②⑤
三、解答题
17．设函数f(x)＝x－eq \f(2,x)－aln x(a∈R)．

(1)当a＝3时，求f(x)的极值；

(2)讨论函数f(x)的单调性．

解　(1)函数f(x)的定义域为(0，＋∞)．

当a＝3时，f′(x)＝1＋eq \f(2,x2)－eq \f(3,x)＝eq \f(x2－3x＋2,x2)＝eq \f(x－1x－2,x2).令f′(x)＝0，解得x＝1或2.

f′(x)与f(x)随x的变化如下表：

	x
	(0,1)
	1
	(1,2)
	2
	(2，＋∞)

	f′(x)
	＋
	0
	－
	0
	＋

	f(x)
	
	极大值
	
	极小值
	


所以f(x)在x＝1处取得极大值，f(1)＝－1；

在x＝2处取得极小值，f(2)＝1－3ln 2.

(2)f′(x)＝1＋eq \f(2,x2)－eq \f(a,x)＝eq \f(x2－ax＋2,x2)，

令g(x)＝x2－ax＋2，其判别式Δ＝a2－8，

①当|a|≤2eq \r(2)时，Δ≤0，f′(x)≥0，故f(x)在(0，＋∞)上单调递增．

②当a<－2eq \r(2)时，Δ>0，g(x)＝0的两根都小于0，所以在(0，＋∞) 上，f′(x)>0.

故f(x)在(0，＋∞)上单调递增．

③当a>2eq \r(2)时，Δ>0，g(x)＝0的两根为x1＝eq \f(a－\r(a2－8),2)，x2＝eq \f(a＋\r(a2－8),2)，且都大于0，

 f′(x)与f(x)随x的变化如下表：

	x
	(0，x1)
	x1
	(x1，x2)
	x2
	(x2，＋∞)

	f(x)
	＋
	0
	－
	0
	＋

	f(x)
	
	极大值
	
	极小值
	


故f(x)在eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(0，\f(a－\r(a2－8),2)))，eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(a＋\r(a2－8),2)，＋∞))上单调递增，在eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(a－\r(a2－8),2)，\f(a＋\r(a2－8),2)))上单调递减．

综上，当a≤2eq \r(2)时，f(x)在(0，＋∞)上单调递增；当a>2eq \r(2)时，f(x)在eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(0，\f(a－\r(a2－8),2)))，eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(a＋\r(a2－8),2)，＋∞))上单调递增，在eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(a－\r(a2－8),2)，\f(a＋\r(a2－8),2)))上单调递减．

18．已知各项均为正数的等差数列{an}的公差d不等于0.

a1＝2，设a1，a3，a7是公比为q的等比数列{bn}的前三项．

(1)求数列{anbn}的前n项和Tn；

(2)将数列{an}中与{bn}中相同的项去掉，剩下的项依次构成新的数列{cn}，设其前n项和为Sn，求S2n－n－1－22n－1＋3·2n－1(n≥2，n∈N*)的值．

解　因为a1，a3，a7成等比数列，{an}是公差d≠0的等差数列，所以(a1＋2d)2＝a1(a1＋6d)，整理得a1＝2d.

又a1＝2，所以d＝1，b1＝a1＝2，q＝eq \f(b2,b1)＝eq \f(a3,a1)＝eq \f(a1＋2d,a1)＝2，所以an＝a1＋(n－1)d＝n＋1，bn＝b1·qn－1＝2n，所以anbn＝(n＋1)·2n.

(1)用错位相减法，可求得{anbn}的前n项和Tn＝n·2n＋1.

(2)新的数列{cn}的前2n－n－1项和为数列{an}的前2n－1项和减去数列{bn}的前n项和，

所以S2n－n－1＝eq \f(2n－12＋2n,2)－eq \f(21－2n,1－2)
＝(2n－1)(2n－1－1)，

所以S2n－n－1－22n－1＋3·2n－1＝1.

19．已知函数f(x)＝eq \f(1,3)x3－ax2＋(a2－1)x(a∈R)．

(1)若x＝1为f(x)的极值点，求正数a的值，并求出f(x)在[0,4]上的最值；

(2)若f(x)在区间(0,2)上不单调，求实数a的取值范围．

解　(1)f′(x)＝x2－2ax＋a2－1，

由题意，f′(1)＝0，即a2－2a＝0，

解得a＝0(舍去)或a＝2.

当a＝2时，f′(x)＝x2－4x＋3＝(x－1)(x－3)，

令f′(x)>0，解得x<1或x>3；令f′(x)<0，

解得1<x<3.

f(x)的增区间为(－∞，1)，(3，＋∞)，减区间为(1,3)．

于是f(x)在[0,1]上单调递增，在[1,3]上单调递减；在[3,4]上单调递增，

因此f(x)在[0,4]上的最大值为max{f(1)，f(4)}＝maxeq \b\lc\{\rc\}(\a\vs4\al\co1(\f(4,3)，\f(4,3)))＝eq \f(4,3)；f(x)在[0,4]上的最小值为min{f(0)，f(3)}＝mineq \b\lc\{\rc\}(\a\vs4\al\co1(0，0))＝0.

(2)函数f(x)在区间(0,2)上不单调⇔函数f′(x)在(0,2)内存在零点，而f′(x)＝0的两根为a－1，a＋1，所以0<a－1<2，或0<a＋1<2，即1<a<3或－1<a<1，所以实数a的取值范围是(1,3)∪(－1,1)．

20．如图所示，已知直线l：x＝my＋1过椭圆C：eq \f(x2,a2)＋eq \f(y2,b2)＝1(a>b>0) 的右焦点F，且交椭圆C于A，B两点，点A，F，B在直线x＝a2上的射影依次为点D，K，E.
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(1)若抛物线x2＝4eq \r(3)y的焦点为椭圆C的上顶点，求椭圆C的方程；

(2)连接AE，BD，证明：当m变化时，直线AE，BD相交于一定点．

(1)解　由题意，易知b＝eq \r(3)，椭圆C的右焦点F(1,0)，

则c＝1，所以a＝2.

故所求椭圆C的方程为eq \f(x2,4)＋eq \f(y2,3)＝1.

(2)证明　由题意，知F(1,0)，K(a2,0)．

先探索：当m＝0时，直线l⊥x轴，此时四边形ABED为矩形，由对称性，知AE，BD相交于FK的中点Neq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(1＋a2,2)，0)).猜想：当m变化时，直线AE，BD相交于定点Neq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(1＋a2,2)，0)).

证明：设A(x1，y1)，B(x2，y2)，D(a2，y1)，E(a2，y2)．

首先证明当m变化时，直线AE过定点N.

由eq \b\lc\{\rc\ (\a\vs4\al\co1(x＝my＋1，,\f(x2,a2)＋\f(y2,b2)＝1，))消掉x，得(a2＋b2m2)y2＋2mb2y＋b2(1－a2)＝0.则Δ＝4a2b2(a2＋m2b2－1)>0(a>1)，

且y1＋y2＝－eq \f(2mb2,a2＋b2m2)，y1y2＝eq \f(b21－a2,a2＋b2m2).

又kAN＝eq \f(－y1,\f(a2－1,2)－my1)，kEN＝eq \f(－y2,\f(1－a2,2))，

所以kAN－kEN＝eq \f(－y1,\f(a2－1,2)－my1)－eq \f(－y2,\f(1－a2,2))
＝eq \f(\f(a2－1,2)y1＋y2－my1y2,\f(1－a2,2)\b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(a2－1,2)－my1)))
＝eq \f(\f(a2－1,2)·\b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(－\f(2mb2,a2＋b2m2)))－m·\f(b21－a2,a2＋b2m2),\f(1－a2,2)\b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(a2－1,2)－my1)))
＝eq \f(2m1－a2b2－2m1－a2b2,1－a2\b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(a2－1,2)－my1))a2＋b2m2)＝0.

所以kAN＝kEN.所以A，E，N三点共线．同理可证B，D，N三点共线．所以当m变化时，

直线AE，BD相交于定点Neq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(1＋a2,2)，0)).
