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一、填空题（本大题共有14题，满分56分）
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11．三位同学参加跳高、跳远、铅球项目的比赛.若每人都选择其中两个项目，则有且仅有

两人选择的项目完全相同的概率是      （结果用最简分数表示）.
12．在平行四边形ABCD中，∠A=[image: image24.wmf]3
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14．如图，AD与BC是四面体ABCD中互相垂直的棱，BC=2. 

若AD=2c，且AB+BD=AC+CD=2a，其中a、c为

常数，则四面体ABCD的体积的最大值是           .

二、选择题（本大题共有4题，满分20分）
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（B）直角三角形.
（C）钝角三角形.
（D）不能确定.
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三、解答题（本大题共有5题，满分74分）
19．如图，在四棱锥P-ABCD中，底面ABCD是矩形，
PA⊥底面ABCD，E是PC的中点.已知AB=2，
AD=2[image: image72.wmf]2

，PA=2.求：

（1）三角形PCD的面积；（6分）
（2）异面直线BC与AE所成的角的大小.（6分）
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21．海事救援船对一艘失事船进行定位：以失事船的当前位置为原点，以正北方向为y轴
正方向建立平面直角坐标系（以1海里为单位长度），则救援船恰在失事船的正南方向12海

里A处，如图. 现假设：①失事船的移动路径可视为抛物线
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    （2）问救援船的时速至少是多少海里才能追上失事船？（8分）
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    （3）若X具有性质P，且x1=1，x2=q（q为常数），求有穷数列[image: image103.wmf]n

x

x

x

,

,

,

2

1

L

的通

项公式.（8分）
2012年上海高考数学（理科）试卷解答    
一、填空题（本大题共有14题，满分56分）
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11．三位同学参加跳高、跳远、铅球项目的比赛.若每人都选择其中两个项目，则有且仅有

两人选择的项目完全相同的概率是[image: image132.wmf]3
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12．在平行四边形ABCD中，∠A=[image: image133.wmf]3
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14．如图，AD与BC是四面体ABCD中互相垂直的棱，BC=2. 

若AD=2c，且AB+BD=AC+CD=2a，其中a、c为
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二、选择题（本大题共有4题，满分20分）
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（D）不能确定.
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三、解答题（本大题共有5题，满分74分）

19．如图，在四棱锥P-ABCD中，底面ABCD是矩形，

PA⊥底面ABCD，E是PC的中点.已知AB=2，

AD=2[image: image183.wmf]2

，PA=2.求：

（1）三角形PCD的面积；（6分）

（2）异面直线BC与AE所成的角的大小.（6分）

[解]（1）因为PA⊥底面ABCD，所以PA⊥CD，又AD⊥CD，所以CD⊥平面PAD，
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         所以三角形PCD的面积为[image: image185.wmf]3

2

3

2

2

2

1

=

´

´

.                ……6分

    （2）[解法一]如图所示，建立空间直角坐标系，
         则B(2, 0, 0)，C(2, 2[image: image186.wmf]2

,0)，E(1, [image: image187.wmf]2

, 1)，
         [image: image188.wmf])

1

,

2

,

1

(

=

AE

，[image: image189.wmf])

0

,

2

2

,

0

(

=

BC

.    ……8分

         设[image: image190.wmf]AE

与[image: image191.wmf]BC

的夹角为(，则

          [image: image192.wmf]2

2

2

2

2

4

|

||

|

cos

=

=

=

´

×

BC

AE

BC

AE

q

，(=[image: image193.wmf]4

p

.
          由此可知，异面直线BC与AE所成的角的大小是[image: image194.wmf]4

p

          ……12分

          [解法二]取PB中点F，连接EF、AF，则

          EF∥BC，从而∠AEF（或其补角）是异面直线

          BC与AE所成的角       ……8分

          在[image: image195.wmf]AEF

D

中，由EF=[image: image196.wmf]2

、AF=[image: image197.wmf]2

、AE=2
          知[image: image198.wmf]AEF

D

是等腰直角三角形，

          所以∠AEF=[image: image199.wmf]4

p

. 
因此异面直线BC与AE所成的角的大小是[image: image200.wmf]4

p

                ……12分
20．已知函数[image: image201.wmf])

1

lg(

)

(

+

=

x

x

f

.

    （1）若[image: image202.wmf]1

)

(

)

2

1

(

0

<

-

-

<

x

f

x

f

，求[image: image203.wmf]x

的取值范围；（6分）

    （2）若[image: image204.wmf])

(

x

g

是以2为周期的偶函数，且当[image: image205.wmf]1

0

£

£

x

时，有[image: image206.wmf])

(

)

(

x

f

x

g

=

，求函数
[image: image207.wmf])

(

x

g

y

=

[image: image208.wmf]])

2

,

1

[

(

Î

x

的反函数.（8分）

[解]（1）由[image: image209.wmf]î

í

ì

>

+

>

-

0

1

0

2

2

x

x

，得[image: image210.wmf]1

1

<

<

-

x

.
         由[image: image211.wmf]1

lg

)

1

lg(

)

2

2

lg(

0

1

2

2

<

=

+

-

-

<

+

-

x

x

x

x

得[image: image212.wmf]10

1

1

2

2

<

<

+

-

x

x

.       ……3分

         因为[image: image213.wmf]0

1

>

+

x

，所以[image: image214.wmf]10

10

2

2

1

+

<

-

<

+

x

x

x

，[image: image215.wmf]3

1

3

2

<

<

-

x

.
         由[image: image216.wmf]î

í

ì

<

<

-

<

<

-

3

1

3

2

1

1

x

x

得[image: image217.wmf]3

1

3

2

<

<

-

x

.                               ……6分

    （2）当x([1,2]时，2-x([0,1]，因此

[image: image218.wmf])

3

lg(

)

2

(

)

2

(

)

2

(

)

(

x

x

f

x

g

x

g

x

g

y

-

=

-

=

-

=

-

=

=

.        ……10分
由单调性可得[image: image219.wmf]]

2

lg

,

0

[

Î

y

.

因为[image: image220.wmf]y

x

10

3

-

=

，所以所求反函数是[image: image221.wmf]x

y

10

3

-

=

，[image: image222.wmf]]

2

lg

,

0

[

Î

x

. ……14分

21．海事救援船对一艘失事船进行定位：以失事船的当前位置为原点，以正北方向为y轴

正方向建立平面直角坐标系（以1海里为单位长度），则救援船恰在失事船的正南方向12海

里A处，如图. 现假设：①失事船的移动路径可视为抛物线

[image: image223.wmf]2

49

12

x

y

=

；②定位后救援船即刻沿直线匀速前往救援；③救

援船出发[image: image224.wmf]t

小时后，失事船所在位置的横坐标为.

    （1）当[image: image225.wmf]5

.

0

=

t

时，写出失事船所在位置P的纵坐标. 若此时

两船恰好会合，求救援船速度的大小和方向；（6分）

    （2）问救援船的时速至少是多少海里才能追上失事船？（8分）

[解]（1）[image: image226.wmf]5

.

0

=

t

时，P的横坐标xP=[image: image227.wmf]2

7

7

=

t

，代入抛物线方程[image: image228.wmf]2

49

12

x

y

=


         中，得P的纵坐标yP=3.                                    ……2分
         由|AP|=[image: image229.wmf]2

949

，得救援船速度的大小为[image: image230.wmf]949

海里/时.           ……4分
         由tan∠OAP=[image: image231.wmf]30

7

12

3

2

7

=

+

，得∠OAP=arctan[image: image232.wmf]30

7

，故救援船速度的方向
         为北偏东arctan[image: image233.wmf]30

7

弧度.                                    ……6分
    （2）设救援船的时速为[image: image234.wmf]v

海里，经过[image: image235.wmf]t

小时追上失事船，此时位置为[image: image236.wmf])

12

,

7

(

2

t

t

.

         由[image: image237.wmf]2

2

2

)

12

12

(

)

7

(

+

+

=

t

t

vt

，整理得[image: image238.wmf]337

)

(

144

2

1

2

2

+

+

=

t

t

v

.……10分

         因为[image: image239.wmf]2

2

1

2

³

+

t

t

，当且仅当[image: image240.wmf]t

=1时等号成立，

         所以[image: image241.wmf]2

2

25

337

2

144

=

+

´

³

v

，即[image: image242.wmf]25

³

v

.
         因此，救援船的时速至少是25海里才能追上失事船.         ……14分
22．在平面直角坐标系[image: image243.wmf]xOy

中，已知双曲线[image: image244.wmf]1

2

:

2

2

1

=

-

y

x

C

.

    （1）过[image: image245.wmf]1

C

的左顶点引[image: image246.wmf]1

C

的一条渐近线的平行线，求该直线与另一条渐近线及x轴围成

的三角形的面积；（4分）

    （2）设斜率为1的直线l交[image: image247.wmf]1

C

于P、Q两点，若l与圆[image: image248.wmf]1

2

2

=

+

y

x

相切，求证：

OP⊥OQ；（6分）

    （3）设椭圆[image: image249.wmf]1

4

:

2

2

2

=

+

y

x

C

. 若M、N分别是[image: image250.wmf]1

C

、[image: image251.wmf]2

C

上的动点，且OM⊥ON，

求证：O到直线MN的距离是定值.（6分）
[解]（1）双曲线[image: image252.wmf]1

:

2

1

2

1

2

=

-

y

C

x

，左顶点[image: image253.wmf])

0

,

(

2

2

-

A

，渐近线方程：[image: image254.wmf]x

y

2

±

=

.
         过点A与渐近线[image: image255.wmf]x

y

2

=

平行的直线方程为[image: image256.wmf])

(

2

2

2

+

=

x

y

，即[image: image257.wmf]1

2

+

=

x

y

.
         解方程组[image: image258.wmf]î

í

ì

+

=

-

=

1

2

2

x

y

x

y

，得[image: image259.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

-

=

2

1

4

2

y

x

.                      ……2分

         所以所求三角形的面积1为[image: image260.wmf]8

2

2

1

|

||

|

=

=

y

OA

S

.              ……4分

    （2）设直线PQ的方程是[image: image261.wmf]b

x

y

+

=

.因直线与已知圆相切，

         故[image: image262.wmf]1

2

|

|

=

b

，即[image: image263.wmf]2

2

=

b

.                                      ……6分
         由[image: image264.wmf]î

í

ì

=

-

+

=

1

2

2

2

y

x

b

x

y

，得[image: image265.wmf]0

1

2

2

2

=

-

-

-

b

bx

x

.
         设P(x1, y1)、Q(x2, y2)，则[image: image266.wmf]î

í

ì

-

-

=

=

+

1

2

2

2

1

2

1

b

x

x

b

x

x

.

         又2，所以

         [image: image267.wmf]2

2

1

2

1

2

1

2

1

)

(

2

b

x

x

b

x

x

y

y

x

x

OQ

OP

+

+

+

=

+

=

×


[image: image268.wmf]0

2

2

)

1

(

2

2

2

2

=

-

=

+

×

+

-

-

=

b

b

b

b

b

，

故OP⊥OQ.                                             ……10分

    （3）当直线ON垂直于x轴时，

         |ON|=1，|OM|=[image: image269.wmf]2

2

，则O到直线MN的距离为[image: image270.wmf]3

3

.

         当直线ON不垂直于x轴时，

         设直线ON的方程为[image: image271.wmf]kx

y

=

（显然[image: image272.wmf]2

2

|

|

>

k

），则直线OM的方程为[image: image273.wmf]x

y

k

1

-

=

.

         由[image: image274.wmf]î

í

ì

=

+

=

1

4

2

2

y

x

kx

y

，得[image: image275.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

=

+

+

2

2

2

4

2

4

1

2

k

k

k

y

x

，所以[image: image276.wmf]2

2

4

1

2

|

|

k

k

ON

+

+

=

.

同理[image: image277.wmf]1

2

1

2

2

2

|

|

-

+

=

k

k

OM

.                                       ……13分
         设O到直线MN的距离为d，因为[image: image278.wmf]2

2

2

2

2

|

|

|

|

)

|

|

|

(|

ON

OM

d

ON

OM

=

+

，

         所以[image: image279.wmf]3

1

3

3

|

|

1

|

|

1

1

2

2

2

2

2

=

=

+

=

+

+

k

k

ON

OM

d

，即d=[image: image280.wmf]3

3

.

         综上，O到直线MN的距离是定值.                         ……16分
23．对于数集[image: image281.wmf]}

,

,

,

,

1

{

2

1

n

x

x

x

X

L

-

=

，其中[image: image282.wmf]n

x

x

x

<

<

<

<

L

2

1

0

，[image: image283.wmf]2

³

n

，定义向量集

[image: image284.wmf]}

,

),

,

(

|

{

X

t

X

s

t

s

a

a

Y

Î

Î

=

=

. 若对于任意[image: image285.wmf]Y

a

Î

1

，存在[image: image286.wmf]Y

a

Î

2

，使得[image: image287.wmf]0

2

1

=

×

a

a

，则称X
具有性质P. 例如[image: image288.wmf]}

2

,

1

,

1

{

-

=

X

具有性质P.

    （1）若x＞2，且[image: image289.wmf]}

,

2

,

1

,

1

{

x

-

，求x的值；（4分）

    （2）若X具有性质P，求证：1(X，且当xn＞1时，x1=1；（6分）

    （3）若X具有性质P，且x1=1，x2=q（q为常数），求有穷数列[image: image290.wmf]n

x

x

x

,

,

,

2

1

L

的通

项公式.（8分）
[解]（1）选取[image: image291.wmf])

2

,

(

1

x

a

=

，Y中与[image: image292.wmf]1

a

垂直的元素必有形式[image: image293.wmf])

,

1

(

b

-

.        ……2分
         所以x=2b，从而x=4.                                       ……4分

    （2）证明：取[image: image294.wmf]Y

x

x

a

Î

=

)

,

(

1

1

1

.设[image: image295.wmf]Y

t

s

a

Î

=

)

,

(

2

满足[image: image296.wmf]0

2

1

=

×

a

a

.
         由[image: image297.wmf]0

)

(

1

=

+

x

t

s

得[image: image298.wmf]0

=

+

t

s

，所以[image: image299.wmf]s

、[image: image300.wmf]t

异号.

         因为-1是X中唯一的负数，所以[image: image301.wmf]s

、[image: image302.wmf]t

中之一为-1，另一为1，

故1(X.                                                  ……7分

假设[image: image303.wmf]1

=

k

x

，其中[image: image304.wmf]n

k

<

<

1

，则[image: image305.wmf]n

x

x

<

<

<

1

0

1

.

选取[image: image306.wmf]Y

x

x

a

n

Î

=

)

,

(

1

1

，并设[image: image307.wmf]Y

t

s

a

Î

=

)

,

(

2

满足[image: image308.wmf]0

2

1

=

×

a

a

，即[image: image309.wmf]0

1

=

+

n

tx

sx

，

则[image: image310.wmf]s

、[image: image311.wmf]t

异号，从而[image: image312.wmf]s

、[image: image313.wmf]t

之中恰有一个为-1.

若[image: image314.wmf]s

=-1，则2，矛盾；

若[image: image315.wmf]t

=-1，则[image: image316.wmf]n

n

x

s

sx

x

£

<

=

1

，矛盾.

所以x1=1.                                                ……10分

    （3）[解法一]猜测[image: image317.wmf]1

-

=

i

i

q

x

，i=1, 2, …, n.                        ……12分
         记[image: image318.wmf]}

,

,

,

1

,

1

{

2

k

k

x

x

A

L

-

=

，k=2, 3, …, n.
         先证明：若[image: image319.wmf]1

+

k

A

具有性质P，则[image: image320.wmf]k

A

也具有性质P.

         任取[image: image321.wmf])

,

(

1

t

s

a

=

，[image: image322.wmf]s

、[image: image323.wmf]t

([image: image324.wmf]k

A

.当[image: image325.wmf]s

、[image: image326.wmf]t

中出现-1时，显然有[image: image327.wmf]2

a

满足[image: image328.wmf]0

2

1

=

×

a

a

；

         当[image: image329.wmf]1

-

¹

s

且[image: image330.wmf]1

-

¹

t

时，[image: image331.wmf]s

、[image: image332.wmf]t

≥1.
         因为[image: image333.wmf]1

+

k

A

具有性质P，所以有[image: image334.wmf])

,

(

1

1

2

t

s

a

=

，[image: image335.wmf]1

s

、[image: image336.wmf]1

t

([image: image337.wmf]1

+

k

A

，使得[image: image338.wmf]0

2

1

=

×

a

a

，

从而[image: image339.wmf]1

s

和[image: image340.wmf]1

t

中有一个是-1，不妨设[image: image341.wmf]1

s

=-1.
假设[image: image342.wmf]1

t

([image: image343.wmf]1

+

k

A

且[image: image344.wmf]1

t

([image: image345.wmf]k

A

，则[image: image346.wmf]1

1

+

=

k

x

t

.由[image: image347.wmf]0

)

,

1

(

)

,

(

1

=

-

×

+

k

x

t

s

，得[image: image348.wmf]1

1

+

+

³

=

k

k

x

tx

s

，与

[image: image349.wmf]s

([image: image350.wmf]k

A

矛盾.所以[image: image351.wmf]1

t

([image: image352.wmf]k

A

.从而[image: image353.wmf]k

A

也具有性质P.               ……15分
现用数学归纳法证明：[image: image354.wmf]1

-

=

i

i

q

x

，i=1, 2, …, n.

当n=2时，结论显然成立；
         假设n=k时，[image: image355.wmf]}

,

,

,

1

,

1

{

2

k

k

x

x

A

L

-

=

有性质P，则[image: image356.wmf]1

-

=

i

i

q

x

，i=1, 2, …, k；
         当n=k+1时，若[image: image357.wmf]}

,

,

,

,

1

,

1

{

1

2

1

+

+

-

=

k

k

k

x

x

x

A

L

有性质P，则[image: image358.wmf]}

,

,

,

1

,

1

{

2

k

k

x

x

A

L

-

=


         也有性质P，所以[image: image359.wmf]}

,

,

,

,

1

,

1

{

1

1

1

+

-

+

-

=

k

k

k

x

q

q

A

L

.
         取[image: image360.wmf])

,

(

1

1

q

x

a

k

+

=

，并设[image: image361.wmf])

,

(

2

t

s

a

=

满足[image: image362.wmf]0

2

1

=

×

a

a

，即[image: image363.wmf]0

1

=

+

+

qt

s

x

k

.由此可得s与t中有且只有一个为-1.
         若[image: image364.wmf]1

-

=

t

，则1，不可能；

         所以[image: image365.wmf]1

-

=

s

，[image: image366.wmf]k

k

k

q

q

q

qt

x

=

×

£

=

-

+

1

1

，又[image: image367.wmf]1

1

-

+

>

k

k

q

x

，所以[image: image368.wmf]k
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