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第五节　曲线与方程及轨迹问题

一、选择题
1．(2008年北京卷)若点P到直线x＝－1的距离比它到点(2,0)的距离小1，则点P的轨迹为(　　)

A．圆　　　B．椭圆　　C．双曲线　　D．抛物线

解析：把P到直线x＝－1向左平移一个单位，两个距离就相等了，它就是抛物线的定义．

答案：D

2．一条线段AB的长为2，两个端点A和B分别在x轴和y轴上滑动，则线段AB的中点的轨迹是(　　)

A．双曲线           B．双曲线的一分支

C．圆               D．椭圆

答案：C

3．已知|eq \o(AB,\s\up6(→))|＝3，A、B分别在y轴和x轴上运动，O为原点，eq \o(OP,\s\up6(→))＝eq \f(1,3)

eq \o(OA,\s\up6(→))＋eq \f(2,3)

eq \o(OB,\s\up6(→))，则动点P的轨迹方程是(　　)

A.eq \f(x2,4)＋y2＝1            B．x2＋eq \f(y2,4)＝1

C.eq \f(x2,9)＋y2＝1            D．x2＋eq \f(y2,9)＝1

答案：A

4．已知两定点F1(－1,0)、F2(1,0)，且eq \f(1,2)|F1F2|是|PF1|与|PF2|的等差中项，则动点P的轨迹是(　　)

 A．椭圆    B．双曲线    C．抛物线    D．线段

答案：D

 5.设过点Peq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(x，y))的直线分别与x轴的正半轴和y轴的正半轴交于A、B两点，点Q与点P关于y轴对称，O为坐标原点，若eq \o(BP,\s\up6(→))＝2eq \o(PA,\s\up6(→))，且eq \o(OQ,\s\up6(→))·eq \o(AB,\s\up6(→))＝1，则P点的轨迹方程是(　　)

A．3x2＋eq \f(3,2)y2＝1eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(x>0，y>0))
B．3x2－eq \f(3,2)y2＝1eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(x>0，y>0))
C.eq \f(3,2)x2－3y2＝1eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(x>0，y>0))
D.eq \f(3,2)x2＋3y2＝1eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(x>0，y>0))
解析：由eq \o(BP,\s\up6(→))＝2eq \o(PA,\s\up6(→))及A，B分别在x轴的正半轴和y轴的正半轴上知，A(eq \f(3,2)x,0)，B(0,3y)，eq \o(AB,\s\up6(→))＝(－eq \f(3,2)x,3y)，由点Q与点P关于y轴对称知，Q(－x，y)，eq \o(OQ,\s\up6(→))＝(－x，y)，则eq \o(OQ,\s\up6(→))·eq \o(AB,\s\up6(→))＝

eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(－\f(3,2)x，3y))·(－x，y)＝eq \f(3,2)x2＋3y2＝1(x>0，y>0)．

答案：D

二、填空题
6．已知两定点A(－2,0)、B(1,0)，如果动点P满足|PA|＝2|PB|，则点P的轨迹方程为：________.

解析：设动点P的坐标为P(x，y)，

由|PA|＝2|PB|⇒eq \r(x＋22＋y2)＝2eq \r(x－12＋y2)
平方整理得：x2＋y2－4x＝0，

故点P的轨迹方程是x2＋y2－4x＝0.

答案：x2＋y2－4x＝0

7．一动圆与两圆⊙M：x2＋y2＝1和⊙N：x2＋y2－8x＋12＝0都外切，则动圆圆心的轨迹为_____________________________________________________．　　　

答案：双曲线4(x＋2)2－eq \f(4,15)y2＝1的左支

8．过抛物线x2＝4y的焦点F作直线l交抛物线于A、B两点，则弦AB的中点M的轨迹方程是________________________________________________．

答案：x2＝2y－2

三、解答题
9.
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(2009年福建卷)已知直线x－2y＋2＝0经过椭圆C：eq \f(x2,a2)＋eq \f(y2,b2)＝1(a＞b＞0)的左顶点A和上顶点D，椭圆C的右顶点为B，点S是椭圆C上位于x轴上方的动点，直线AS、BS与直线l：x＝eq \f(10,3)分别交于M、N两点．

(1)求椭圆C的方程；

(2)求线段MN的长度的最小值；

(3)当线段MN的长度最小时，在椭圆C上是否存在这样的点T，使得△TSB的面积为eq \f(1,5)？若存在，确定点T的个数，若不存在，说明理由．

解析：(1)由已知得，椭圆C的左顶点为A(－2,0)，上顶点为D(0,1)，∴a＝2，b＝1，故椭圆C的方程为eq \f(x2,4)＋y2＝1.

(2)直线AS的斜率k显然存在，且k＞0，故可设直线AS的方程为y＝k(x＋2)，从而Meq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(10,3)，\f(16k,3)))，

由eq \b\lc\{\rc\ (\a\vs4\al\co1(y＝kx＋2,\f(x2,4)＋y2＝1))得(1＋4k2)x2＋16k2x＋16k2－4＝0.

设S(x1，y1)，则(－2)·x1＝eq \f(16k2－4,1＋4k2)得x1＝eq \f(2－8k2,1＋4k2)，

从而y1＝eq \f(4k,1＋4k2)，

即Seq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(2－8k2,1＋4k2)，\f(4k,1＋4k2)))，又B(2,0)，

由eq \b\lc\{\rc\ (\a\vs4\al\co1(y＝－\f(1,4k)x－2,x＝\f(10,3)))得eq \b\lc\{\rc\ (\a\vs4\al\co1(x＝\f(10,3),y＝－\f(1,3k)))，

∴Neq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(10,3)，－\f(1,3k)))，

故|MN|＝eq \b\lc\|\rc\|(\a\vs4\al\co1(\f(16k,3)＋\f(1,3k)))，

又k＞0，∴|MN|＝eq \f(16k,3)＋eq \f(1,3k)≥2eq \r(\f(16k,3)·\f(1,3k))＝eq \f(8,3).

当且仅当eq \f(16k,3)＝eq \f(1,3k)，即k＝eq \f(1,4)时等号成立．

∴k＝eq \f(1,4)时，线段MN的长度取最小值eq \f(8,3).

(3)由(2)可知，当MN取最小值时，k＝eq \f(1,4)，

此时BS的方程为x＋y－2＝0，Seq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(6,5)，\f(4,5)))，∴|BS|＝eq \f(4\r(2),5)，

要使椭圆C上存在点T，使得△TSB的面积等于eq \f(1,5)，只需T到直线BS的距离等于eq \f(\r(2),4)，

所以T在平行于BS且与BS距离等于eq \f(\r(2),4)的直线l上．

设直线l′：x＋y＋t＝0，

则由eq \f(|t＋2|,\r(2))＝eq \f(\r(2),4)，解得t＝－eq \f(3,2)或t＝－eq \f(5,2).

①当t＝－eq \f(3,2)时，由eq \b\lc\{\rc\ (\a\vs4\al\co1(\f(x2,4)＋y2＝1,x＋y－\f(3,2)＝0))得5x2－12x＋5＝0，

由于Δ＝44＞0，故l′与椭圆C有两个不同的支点；

②当t＝－eq \f(5,2)时，由eq \b\lc\{\rc\ (\a\vs4\al\co1(\f(x2,4)＋y2＝1,x＋y－\f(5,2)＝0))得5x2－20x＋21＝0，

由于Δ＝－20＜0，故直线l′与椭圆没有交点．

综上所述，当线段MN的长度最小时，椭圆上仅存在两个不同的点T，使△TSB的面积为eq \f(1,5).
10．(2009年安徽卷)点P(x0，y0)在椭圆eq \f(x2,a2)＋eq \f(y2,b2)＝1(a＞b＞0)上，x0＝acos  β，y0＝bsin β，0＜β＜eq \f(π,2).直线l2与直线l1：eq \f(x0,a2)x＋eq \f(y0,b2)y＝1垂直，O为坐标原点，直线OP的倾斜角为α，直线l2的倾斜角为γ.

(1)证明：点P是椭圆eq \f(x2,a2)＋eq \f(y2,b2)＝1与直线l1的唯一交点；

(2)证明：tan α，tan β，tan γ构成等比数列．

证明：(1)法一：由eq \f(x0,a2)x＋eq \f(y0,b2)y＝1得y＝eq \f(b2,a2y0)(a2－x0x)，

代入椭圆eq \f(x2,a2)＋eq \f(y2,b2)＝1，

得eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(1,a2)＋\f(b2x\o\al(2,0),a4y\o\al(2,0))))x2－eq \f(2b2x0,a2y0)x＋eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(b2,y\o\al(2,0))－1))＝0.

将eq \b\lc\{\rc\ (\a\vs4\al\co1(x0＝acos  β,y0＝bsin  β))，代入上式，

得x2－2acos  β·x＋a2cos 2 β＝0，从而x＝acos β.

因此，方程组eq \b\lc\{\rc\ (\a\vs4\al\co1(\f(x2,a2)＋\f(y2,b2)＝1，,\f(x0,a2)x＋\f(y0,b2)y＝1))有唯一解eq \b\lc\{\rc\ (\a\vs4\al\co1(x＝x0,y＝y0))，即直线l1与椭圆有唯一交点P.

法二：显然P是椭圆与l1的交点，若Q(acos  β1，bsin  β1)，

0≤β1＜2π是椭圆与l1的交点，

代入l1的方程eq \f(cos  β,a)x＋eq \f(sin  β,b)y＝1，

得cos  βcos  β1＋sin βsin  β1＝1，

即cos(β－β1)＝1，β＝β1，故P与Q重合．

法三：在第一象限内，由eq \f(x2,a2)＋eq \f(y2,b2)＝1可得y＝eq \f(b,a)

eq \r(a2－x2)，

y0＝eq \f(b,a)

eq \r(a2－x\o\al(2,0))，

椭圆在点P处的切线斜率

k＝y′(x0)＝－eq \f(bx0,a\r(a2－x\o\al(2,0)))＝－eq \f(b2x0,a2y0)，

切线方程为y＝－eq \f(b2x0,a2y0)(x－x0)＋y0，即eq \f(x0x,a2)＋eq \f(y0y,b2)＝1.

因此，l1就是椭圆在点P处的切线．

根据椭圆切线的性质，P是椭圆与直线l1的唯一交点．

(2)tan α＝eq \f(y0,x0)＝eq \f(b,a)tan β，

l1的斜率为－eq \f(x0b2,y0a2)，

l2的斜率为tan  γ＝eq \f(y0a2,x0b2)＝eq \f(a,b)tan  β，

由此得tan αtan γ＝tan2 β≠0，tan  α，tan  β，tan  γ构成等比数列．

















































































































































































































































































PAGE  

