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2021年普通高等学校招生全国统一考试（北京卷）数学

第一部分（选择题共40分）

一、选择题共10小题，每小题4分，共40分，在每小题列出的四个选项中，选出符合题目要求的一项．

1. 已知集合
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C. 
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D. 
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【答案】B

【解析】
【分析】结合题意利用并集的定义计算即可.

【详解】由题意可得：
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故选：B.

2. 在复平面内，复数
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满足
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【答案】D

【解析】
【分析】由题意利用复数的运算法则整理计算即可求得最终结果.

【详解】由题意可得：
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故选：D.

3. 已知
[image: image18.wmf]()
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是定义在上
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的函数，那么“函数
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上单调递增”是“函数
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上的最大值为
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A. 充分而不必要条件
B. 必要而不充分条件
C. 充分必要条件
D. 既不充分也不必要条件

【答案】A

【解析】
【分析】利用两者之间的推出关系可判断两者之间的条件关系.

【详解】若函数
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故选：A.

4. 某四面体的三视图如图所示，该四面体的表面积为（    ）

[image: image47.png]



A. 
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C. 
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D. 2

【答案】A

【解析】
【分析】根据三视图可得如图所示的几何体（三棱锥），根据三视图中的数据可计算该几何体的表面积.

【详解】根据三视图可得如图所示的几何体-正三棱锥
[image: image50.wmf]OABC
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，

其侧面为等腰直角三角形，底面等边三角形，

由三视图可得该正三棱锥的侧棱长为1，

故其表面积为
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故选：A.
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5. 双曲线
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【答案】A

【解析】
【分析】分析可得
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的值，即可得出双曲线的标准方程.

【详解】
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将点
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因此，双曲线的方程为
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故选：A.

6. 
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【答案】B

【解析】
【分析】由已知条件求出
[image: image83.wmf]5
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的值，利用等差中项的性质可求得
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【详解】由已知条件可得
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故选：B.

7. 函数
[image: image88.wmf]()coscos2
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，试判断函数的奇偶性及最大值（    ）

A. 奇函数，最大值为2
B. 偶函数，最大值为2

C. 奇函数，最大值为
[image: image89.wmf]9
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D. 偶函数，最大值为
[image: image90.wmf]9
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【答案】D

【解析】
【分析】由函数奇偶性的定义结合三角函数的性质可判断奇偶性；利用二倍角公式结合二次函数的性质可判断最大值.

【详解】由题意，
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所以当
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故选：D.

8. 定义：24小时内降水在平地上积水厚度（
[image: image96.wmf]mm

）来判断降雨程度．其中小雨（
[image: image97.wmf]10mm
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），中雨（
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），大雨（
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），暴雨（
[image: image100.wmf]50mm100mm
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），小明用一个圆锥形容器接了24小时的雨水，如图，则这天降雨属于哪个等级（ ）
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A. 小雨
B. 中雨
C. 大雨
D. 暴雨

【答案】B

【解析】
【分析】计算出圆锥体积，除以圆面的面积即可得降雨量，即可得解.

【详解】由题意，一个半径为
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故选：B.

9. 已知圆
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【答案】C

【解析】
【分析】先求得圆心到直线距离，即可表示出弦长，根据弦长最小值得出
[image: image117.wmf]m


【详解】由题可得圆心为
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故选：C.

10. 数列
[image: image124.wmf]{

}

n

a

是递增的整数数列，且
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B. 10
C. 11
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【答案】C

【解析】
【分析】使数列首项、递增幅度均最小，结合等差数列的通项及求和公式即可得解.

【详解】若要使n尽可能的大，则
[image: image128.wmf]1
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所以n的最大值为11.

故选：C.

第二部分（非选择题共110分）

二、填空题5小题，每小题5分，共25分．

11. 
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【答案】
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【解析】
【详解】试题分析：
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考点：二项式定理.

12. 已知抛物线
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【答案】    ①. 5    ②. 
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【解析】
【分析】根据焦半径公式可求
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的横坐标，求出纵坐标后可求
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【详解】因为抛物线的方程为
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故答案为：5，
[image: image160.wmf]45

.

13. 
[image: image161.wmf](2,1)

a

=

r

，
[image: image162.wmf](2,1)

b

r

=-

，
[image: image163.wmf](0,1)

c

=

r

，则
[image: image164.wmf]()

abc

+×=

rrr

_______；
[image: image165.wmf]ab

×=

rr

_______．

【答案】    ①. 0    ②. 3

【解析】
【分析】根据坐标求出
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【详解】
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故答案为：0；3.

14. 若点
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【答案】
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【解析】
【分析】根据
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【详解】
[image: image181.wmf]Q
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故答案为：
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15. 已知函数
[image: image194.wmf]()lg2
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①若
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④
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以上正确结论得序号是_______．

【答案】①②④

【解析】
【分析】由
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【详解】对于①，当
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所以，存在
[image: image218.wmf]100

lg0

ke

e

=-<

，使得
[image: image219.wmf](

)

fx

只有一个零点，②正确；

对于③，当直线
[image: image220.wmf]2

ykx

=+

过点
[image: image221.wmf](

)

1,0

时，
[image: image222.wmf]20

k

+=

，解得
[image: image223.wmf]2

k

=-

，

所以，当
[image: image224.wmf]100

lg2

ek

e

-<<-

时，直线
[image: image225.wmf]2

ykx

=+

与曲线
[image: image226.wmf](

)

lg01

yxx

=-<<

有两个交点，

若函数
[image: image227.wmf](

)

fx

有三个零点，则直线
[image: image228.wmf]2

ykx

=+

与曲线
[image: image229.wmf](

)

lg01

yxx

=-<<

有两个交点，

直线
[image: image230.wmf]2

ykx

=+

与曲线
[image: image231.wmf](

)

lg1

yxx

=>

有一个交点，所以，
[image: image232.wmf]100

lg2

20

ek

e

k

ì

-<<-

ï

í

ï

+>

î

，此不等式无解，

因此，不存在
[image: image233.wmf]0

k

<

，使得函数
[image: image234.wmf](

)

fx

有三个零点，③错误；

对于④，考查直线
[image: image235.wmf]2

ykx

=+

与曲线
[image: image236.wmf](

)

lg1

yxx

=>

相切于点
[image: image237.wmf](

)

,lg

Ptt

，

对函数
[image: image238.wmf]lg

yx

=

求导得
[image: image239.wmf]1

ln10

y

x

¢

=

，由题意可得
[image: image240.wmf]2lg

1

ln10

ktt

k

t

+=

ì

ï

í

=

ï

î

，解得
[image: image241.wmf]100

lg

100

te

e

k

e

=

ì

ï

í

=

ï

î

，

所以，当
[image: image242.wmf]lg

0

100

e

k

e

<<

时，函数
[image: image243.wmf](

)

fx

有三个零点，④正确.

[image: image244.png]A

kx+2
y=

y=ilgx





故答案为：①②④.

【点睛】思路点睛：已知函数的零点或方程的根的情况，求解参数的取值范围问题的本质都是研究函数的零点问题，求解此类问题的一般步骤：

（1）转化，即通过构造函数，把问题转化成所构造函数的零点问题；

（2）列式，即根据函数的零点存在定理或结合函数的图象列出关系式；

（3）得解，即由列出的式子求出参数的取值范围．

三、解答题共6小题，共85分，解答应写出文字说明，演算步骤或证明过程．

16. 已知在
[image: image245.wmf]ABC

V

中，
[image: image246.wmf]2cos

cbB

=

，
[image: image247.wmf]2

3

C

p

=

．

（1）求
[image: image248.wmf]B

的大小；

（2）在下列三个条件中选择一个作为已知，使
[image: image249.wmf]ABC

V

存在且唯一确定，并求出
[image: image250.wmf]BC

边上[image: image251.wmf]的

中线的长度．

①
[image: image252.wmf]2

cb

=

；②周长为
[image: image253.wmf]423

+

；③面积为
[image: image254.wmf]33

4

ABC

S

D

=

；

【答案】（1）
[image: image255.wmf]6

p

；（2）答案不唯一，具体见解析．

【解析】
【分析】（1）由正弦定理化边为角即可求解；

（2）若选择①：由正弦定理求解可得不存在；

若选择②：由正弦定理结合周长可求得外接圆半径，即可得出各边，再由余弦定理可求；

若选择③：由面积公式可求各边长，再由余弦定理可求.

【详解】（1）
[image: image256.wmf]2cos

cbB

=

Q

，则由正弦定理可得
[image: image257.wmf]sin2sincos

CBB

=

，


[image: image258.wmf]23

sin2sin

32

B

p

\==

，
[image: image259.wmf]2

3

C

p

=

Q

，
[image: image260.wmf]0,

3

B

p

æö

\Î

ç÷

èø

，
[image: image261.wmf]2

20,

3

B

p

æö

Î

ç÷

èø

，


[image: image262.wmf]2

3

B

p

\=

，解得
[image: image263.wmf]6

B

p

=

；

（2）若选择①：由正弦定理结合（1）可得
[image: image264.wmf]3

sin

2

3

1

sin

2

cC

bB

===

，

与
[image: image265.wmf]2

cb

=

矛盾，故这样的
[image: image266.wmf]ABC

V

不存在；

若选择②：由（1）可得
[image: image267.wmf]6

A

p

=

，

设
[image: image268.wmf]ABC

V

的外接圆半径为
[image: image269.wmf]R

，

则由正弦定理可得
[image: image270.wmf]2sin

6

abRR

p

===

，


[image: image271.wmf]2

2sin3

3

cRR

p

==

，

则周长
[image: image272.wmf]23423

abcRR

++=+=+

，

解得
[image: image273.wmf]2

R

=

，则
[image: image274.wmf]2,23

ac

==

，

由余弦定理可得
[image: image275.wmf]BC

边上的中线的长度为：


[image: image276.wmf](

)

2

2

2312231cos7

6

p

+-´´´=

；

若选择③：由（1）可得
[image: image277.wmf]6

A

p

=

，即
[image: image278.wmf]ab

=

，

则
[image: image279.wmf]2

11333

sin

2224

ABC

SabCa

==´=

V

，解得
[image: image280.wmf]3

a

=

，

则由余弦定理可得
[image: image281.wmf]BC

边上的中线的长度为：


[image: image282.wmf]2

2

23321

2cos33

223422

aa

bb

p

æö

+-´´´=++´=

ç÷

èø

.

17. 已知正方体
[image: image283.wmf]1111

ABCDABCD

-

，点
[image: image284.wmf]E

为
[image: image285.wmf]11

AD

中点，直线
[image: image286.wmf]11

BC

交平面
[image: image287.wmf]CDE

于点
[image: image288.wmf]F

．

[image: image289.png]



（1）证明：点
[image: image290.wmf]F

为
[image: image291.wmf]11

BC

的中点；

（2）若点
[image: image292.wmf]M

为棱
[image: image293.wmf]11

AB

上一点，且二面角
[image: image294.wmf]MCFE

--

的余弦值为
[image: image295.wmf]5

3

，求
[image: image296.wmf]1

11

AM

AB

的值．

【答案】（1）证明见解析；（2）
[image: image297.wmf]1

11

1

2

AM

AB

=

．

【解析】
【分析】(1)首先将平面
[image: image298.wmf]CDE

进行扩展，然后结合所得的平面与直线
[image: image299.wmf]11

BC

的交点即可证得题中的结论；

(2)建立空间直角坐标系，利用空间直角坐标系求得相应平面的法向量，然后解方程即可求得实数
[image: image300.wmf]l

的值.

【详解】(1)如图所示，取
[image: image301.wmf]11

BC

的中点
[image: image302.wmf]'

F

，连结
[image: image303.wmf],','

DEEFFC

，

由于
[image: image304.wmf]1111

ABCDABCD

-

为正方体，
[image: image305.wmf],'

EF

为中点，故
[image: image306.wmf]'

EFCD

P

，

从而
[image: image307.wmf],',,

EFCD

四点共面，即平面CDE即平面
[image: image308.wmf]'

CDEF

，

据此可得：直线
[image: image309.wmf]11

BC

交平面
[image: image310.wmf]CDE

于点
[image: image311.wmf]'

F

，

当直线与平面相交时只有唯一的交点，故点
[image: image312.wmf]F

与点
[image: image313.wmf]'

F

重合，

即点
[image: image314.wmf]F

为
[image: image315.wmf]11

BC

中点.

[image: image316.png]



(2)以点
[image: image317.wmf]D

为坐标原点，
[image: image318.wmf]1

,,

DADCDD

方向分别为
[image: image319.wmf]x

轴，
[image: image320.wmf]y

轴，
[image: image321.wmf]z

轴正方形，建立空间直角坐标系
[image: image322.wmf]Dxyz

-

，

[image: image323.png]



不妨设正方体的棱长为2，设
[image: image324.wmf](

)

1

11

01

AM

AB

ll

=££

，

则：
[image: image325.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

2,2,2,0,2,0,1,2,2,1,0,2

MCFE

l

，

从而：
[image: image326.wmf](

)

(

)

(

)

2,22,2,1,0,2,0,2,0

MCCFFE

l

=---==-

uuuuruuuruuur

，

设平面
[image: image327.wmf]MCF

的法向量为：
[image: image328.wmf](

)

111

,,

mxyz

=

ur

，则：


[image: image329.wmf](

)

111

11

22220

20

mMCxyz

mCFxz

l

ì

×=-+--=

ï

í

×=+=

ï

î

uuuuv

v

uuuv

v

，

令
[image: image330.wmf]1

1

z

=-

可得：
[image: image331.wmf]1

2,,1

1

m

l

æö

=-

ç÷

-

èø

ur

，

设平面
[image: image332.wmf]CFE

的法向量为：
[image: image333.wmf](

)

222

,,

nxyz

=

r

，则：


[image: image334.wmf]2

22

20

20

nFEy

nCFxz

ì

×=-=

ï

í

×=+=

ï

î

uuuv

v

uuuv

v

，

令
[image: image335.wmf]1

1

z

=-

可得：
[image: image336.wmf](

)

2,0,1

n

=-

r

，

从而：
[image: image337.wmf]2

1

5,5,5

1

mnmn

l

æö

×==+=

ç÷

-

èø

urrurr

，

则：
[image: image338.wmf]2

,

1

55

1

55

cos

3

mn

mn

mn

l

×

æö

+´

ç÷

-

èø

===

´

urr

urr

urr

，

整理可得：
[image: image339.wmf](

)

2

1

1

4

l

-=

，故
[image: image340.wmf]1

2

l

=

（
[image: image341.wmf]3

2

l

=

舍去）.

【点睛】本题考查了立体几何中的线面关系和二面角的求解问题，意在考查学生的空间想象能力和逻辑推理能力，对于立体几何中角的计算问题，往往可以利用空间向量法，通过求解平面的法向量，利用向量的夹角公式求解.

18. 为加快新冠肺炎检测效率，某检测机构采取“k合1检测法”，即将k个人的拭子样本合并检测，若为阴性，则可以确定所有样本都是阴性的；若为阳性，则还需要对本组的每个人再做检测．现有100人，已知其中2人感染病毒．

（1）①若采用“10合1检测法”，且两名患者[image: image342.wmf]在

同一组，求总检测次数；

②已知10人分成一组，分10组，两名感染患者在同一组的概率为
[image: image343.wmf]1

11

，定义随机变量X为总检测次数，求检测次数X的分布列和数学期望E(X)；

（2）若采用“5合1检测法”，检测次数Y的期望为E(Y)，试比较E(X)和E(Y)的大小(直接写出结果)．

【答案】（1）①
[image: image344.wmf]20

次；②分布列见解析；期望为
[image: image345.wmf]320

11

；（2）见解析．

【解析】
【分析】（1）①由题设条件还原情境，即可得解；

②求出X的取值情况，求出各情况下的概率，进而可得分布列，再由期望的公式即可得解；

（2）求出
[image: image346.wmf](

)

EY

，分类即可得解.

【详解】（1）①对每组进行检测，需要10次；再对结果为阳性的组每个人进行检测，需要10次；

所以总检测次数为20次；

②由题意，
[image: image347.wmf]X

可以取20，30，


[image: image348.wmf](

)

1

20

11

PX

==

，
[image: image349.wmf](

)

110

301

1111

PX

==-=

，

则
[image: image350.wmf]X

的分布列:

	
[image: image351.wmf]X


	
[image: image352.wmf]20


	
[image: image353.wmf]30



	
[image: image354.wmf]P


	
[image: image355.wmf]1

11


	
[image: image356.wmf]10

11




所以
[image: image357.wmf](

)

110320

2030

111111

EX

=´+´=

；

（2）由题意，
[image: image358.wmf]Y

可以取25，30，设两名感染者在同一组的概率为p，


[image: image359.wmf](

)

25

PYp

==

，
[image: image360.wmf](

)

301

PYp

==-

，

则
[image: image361.wmf](

)

(

)

25301305

EYppp

=+-=-

，

若
[image: image362.wmf]2

11

p

=

时，
[image: image363.wmf](

)

(

)

EXEY

=

；

若
[image: image364.wmf]2

11

p

>

时，
[image: image365.wmf](

)

(

)

EXEY

>

；

若
[image: image366.wmf]2

11

p

<

时，
[image: image367.wmf](

)

(

)

EXEY

<

.

19. 已知函数
[image: image368.wmf](

)

2

32

x

fx

xa

-

=

+

．

（1）若
[image: image369.wmf]0

a

=

，求
[image: image370.wmf](

)

yfx

=

在
[image: image371.wmf](

)

(

)

1,1

f

处切线方程；

（2）若函数
[image: image372.wmf](

)

fx

在
[image: image373.wmf]1

x

=-

处取得极值，求
[image: image374.wmf](

)

fx

的单调区间，以及最大值和最小值．

【答案】（1）
[image: image375.wmf]450

xy

+-=

；（2）函数
[image: image376.wmf](

)

fx

的增区间为
[image: image377.wmf](

)

,1

-¥-

、
[image: image378.wmf](

)

4,

+¥

，单调递减区间为
[image: image379.wmf](

)

1,4

-

，最大值为
[image: image380.wmf]1

，最小值为
[image: image381.wmf]1

4

-

.

【解析】
【分析】（1）求出
[image: image382.wmf](

)

1

f

、
[image: image383.wmf](

)

1

f

¢

的值，利用点斜式可得出所求切线的方程；

（2）由
[image: image384.wmf](

)

1

0

f

¢

-

=

可求得实数
[image: image385.wmf]a

的值，然后利用导数分析函数
[image: image386.wmf](

)

fx

的单调性与极值，由此可得出结果.

【详解】（1）当
[image: image387.wmf]0

a

=

时，
[image: image388.wmf](

)

2

32

x

fx

x

-

=

，则
[image: image389.wmf](

)

(

)

3

23

x

fx

x

-

¢

=

，
[image: image390.wmf](

)

11

f

\=

，
[image: image391.wmf](

)

14

f

¢

=-

，

此时，曲线
[image: image392.wmf](

)

yfx

=

在点
[image: image393.wmf](

)

(

)

1,1

f

处的切线方程为
[image: image394.wmf](

)

141

yx

-=--

，即
[image: image395.wmf]450

xy

+-=

；

（2）因为
[image: image396.wmf](

)

2

32

x

fx

xa

-

=

+

，则
[image: image397.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

22

22

22

223223

xaxxxxa

fx

xaxa

-+----

¢

==

++

，

由题意可得
[image: image398.wmf](

)

(

)

(

)

2

24

10

1

a

f

a

-

¢

-==

+

，解得
[image: image399.wmf]4

a

=

，

故
[image: image400.wmf](

)

2

32

4

x

fx

x

-

=

+

，
[image: image401.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

2

2

214

4

xx

fx

x

+-

¢

=

+

，列表如下：

	
[image: image402.wmf]x


	
[image: image403.wmf](

)

,1

-¥-


	
[image: image404.wmf]1

-


	
[image: image405.wmf](

)

1,4

-


	
[image: image406.wmf]4


	
[image: image407.wmf](

)

4,

+¥



	
[image: image408.wmf](

)

fx

¢


	
[image: image409.wmf]+


	
[image: image410.wmf]0


	
[image: image411.wmf]-


	
[image: image412.wmf]0


	
[image: image413.wmf]+



	
[image: image414.wmf](

)

fx


	增
	极大值
	减
	极小值
	增


所以，函数
[image: image415.wmf](

)

fx

的增区间为
[image: image416.wmf](

)

,1

-¥-

、
[image: image417.wmf](

)

4,

+¥

，单调递减区间为
[image: image418.wmf](

)

1,4

-

.

当
[image: image419.wmf]3

2

x

<

时，
[image: image420.wmf](

)

0

fx

>

；当
[image: image421.wmf]3

2

x

>

时，
[image: image422.wmf](

)

0

fx

<

.

所以，
[image: image423.wmf](

)

(

)

max

11

fxf

=-=

，
[image: image424.wmf](

)

(

)

min

1

4

4

fxf

==-

.

20. 已知椭圆
[image: image425.wmf]22

22

:1(0)

xy

Eab

ab

+=>>

过点
[image: image426.wmf](0,2)

A

-

，以四个顶点围成的四边形面积为
[image: image427.wmf]45

．

（1）求椭圆E的标准方程；

（2）过点P(0，-3)的直线l斜率为k，交椭圆E于不同的两点B，C，直线AB，AC交y=-3于点M、N，直线AC交y=-3于点N，若|PM|+|PN|≤15，求k的取值范围．

【答案】（1）
[image: image428.wmf]22
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；（2）
[image: image429.wmf][3,1)(1,3]
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【解析】
【分析】（1）根据椭圆所过的点及四个顶点围成的四边形的面积可求
[image: image430.wmf],
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，从而可求椭圆的标准方程.

（2）设
[image: image431.wmf](
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，求出直线
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的方程后可得
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的横坐标，从而可得
[image: image434.wmf]PMPN
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，联立直线
[image: image435.wmf]BC

的方程和椭圆的方程，结合韦达定理化简
[image: image436.wmf]PMPN
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，从而可求
[image: image437.wmf]k

的范围，注意判别式的要求.

【详解】（1）因为椭圆过
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，

因为四个顶点围成的四边形的面积为
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，故
[image: image441.wmf]1
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故椭圆的标准方程为：
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（2）
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设
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因为直线
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的斜率存在，故
[image: image447.wmf]12

0

xx

¹

，

故直线
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故
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故
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即
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综上，
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21. 定义
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数列
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（1）对于前4项2，-2，0，1的数列，可以是
[image: image475.wmf]2
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数列吗？说明理由；

（2）若
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（3）是否存在p，使得存在
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数列
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【答案】（1）不可以是
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数列；理由见解析；（2）
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【解析】
【分析】(1)由题意考查
[image: image486.wmf]3
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的值即可说明数列不是
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数列；

(2)由题意首先确定数列的前4项，然后讨论计算即可确定
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(3)构造数列
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的，结合(2)中的结论求解不等式即可确定满足题意的实数
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的值.

【详解】(1)由性质③结合题意可知
[image: image493.wmf]{

}

31212

02,21{2,3}

aaaaa

=Î+++++=

，

矛盾，故前4项
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的数列，不可能是
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(2)性质①
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因此只能是
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又因为
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不满足
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当
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下面用纳法证明
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当
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即当
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综上可得：
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因此数列
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【点睛】本题属于数列中的“新定义问题”，“新定义”主要是指即时定义新概念、新公式、新定理、新法则、新运算五种，然后根据此新定义去解决问题，有时还需要用类比的方法去理解新的定义，这样有助于对新定义的透彻理解.但是，透过现象看本质，它们考查的还是基础数学知识，所以说“新题”不一定是“难题”，掌握好三基，以不变应万变才是制胜法宝. 
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