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立体几何
一、高考预测

[image: image218.jpg]Kssu, BBBHISXESR



立体几何由三部分组成，一是空间几何体，二是空间点、直线、平面的位置关系，三是立体几何中的向量方法．高考在命制立体几何试题中，对这三个部分的要求和考查方式是不同的．在空间几何体部分，主要是以空间几何体的三视图为主展开，考查空间几何体三视图的识别判断、考查通过三视图给出的空间几何体的表面积和体积的计算等问题，试题的题型主要是选择题或者填空题，在难度上也进行了一定的控制，尽管各地有所不同，但基本上都是中等难度或者较易的试题；在空间点、直线、平面的位置关系部分，主要以解答题的方法进行考查，考查的重点是空间线面平行关系和垂直关系的证明，而且一般是这个解答题的第一问；对立体几何中的向量方法部分，主要以解答题的方式进行考查，而且偏重在第二问或者第三问中使用这个方法，考查的重点是使用空间向量的方法进行空间角和距离等问题的计算，把立体几何问题转化为空间向量的运算问题．

2。线面关系中三类平行的共同点是“无公共点”；三类垂直的共同点是“成角90°”.线面平行、面面平行，最终化归为线线平行；线面垂直、面面垂直，最终化归为线线垂直.

3。直线与平面所成角的范围是[image: image252.png]


；两异面直线所成角的范围是[image: image2.wmf]]
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.一般情况下，求二面角往往是指定的二面角，若是求两平面所成二面角只要求出它们的锐角（直角）情况即可.

4。立体几何中的计算主要是角、距离、体积、面积的计算.两异面直线所成角、直线与平面所成角的计算是重点.求两异面直线所成角可以利用平移的方法将角转化到三角形中去求解，也可以利用空间向量的方法，特别要注意的是两异面直线所成角的范围.当求出的余弦值为[image: image3.wmf]a

时，其所成角的大小应为[image: image4.wmf]|
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特别需要注意的是：两向量所成的角是两向量方向所成的角，它与两向量所在的异面直线所成角的概念是不一样的.本题中的向量[image: image5.wmf]1

BD

与[image: image6.wmf]DE

所成的角大小是两异面直线DE与BD1所成角的补角.
8.正方体中线面关系可以说是高考中的重点内容，相当一部分的高考题是以正方体作为载体进行命题，或是截取正方体的一部分进行命题.请特别关注正方体表面按不同形式的展开图，会由展开的平面图形想象立体图形.

9.三棱锥顶点在底面三角形内射影为三角形的外心、内心、垂心的条件要分清楚.外心：三侧棱相等或三侧棱与底面所成的角相等（充要条件）；内心：三侧面与底面所成的二面角相等（充要条件）；垂心：相对的棱垂直（充要条件）或三侧棱两两垂直（充分条件）.

10.关注正棱锥中的几个直角三角形：（1）高、斜高、底面边心距组成的直角三角形；（2）侧棱、斜高、底面棱长的一半组成的直角三角形；（3）底面上的边心距、底面外接圆半径、底面棱长的一半组成的直角三角形.（4）高、侧棱、底面外接圆半径组成的直角三角形.进一步关注的是：侧棱与底面所成角、侧面与底面所成二面角的平面角都体现在这些直角三角形中.

11。特别注意有一侧棱与底面垂直且底面为正方形、直角梯形、菱形等四棱锥，关注四个面都是直角三角形的三棱锥.它们之间的线面关系也是高考命题的热点内容.

12。对平面图形的翻折问题要有所了解：翻折后，在同一半平面内的两点、点线及两线的位置关系是不变的，若两点分别在两个半平面中，两点之间的距离一般会发生变化.要认清从平面图形到空间图形之间的联系，能够从平面图形的关系过渡到空间图形的关系，根据问题画出空间图形.
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三、易错点点睛
2.（1）正方体ABCD—A1 B1 C1 D1中，p、q、r、分别是AB、AD、B1 C1的中点。那么正方体的过P、Q、R的截面图形是（）

（A）三角形         （B）四边形        （C）五边形      （D）六边形             (答案：D) 

[image: image221.png]


（2）在正三棱柱[image: image7.wmf]ABC

-[image: image8.wmf]111

ABC

中，P、Q、R分别是[image: image9.wmf]BC

、[image: image10.wmf]1

CC

、[image: image11.wmf]11

AC

的中点，作出过三点P、Q、R截正三棱柱的截面并说出该截面的形状。                  答案：五边形。

【知识点分类点拔】解决异面直线所成角的问题关键是定义，基本思想是平移，同时对本题来说是解决与两异面直线所成的等角的直线条数，将两异面直线平移到空间一点时，一方面考虑在平面内和两相交直线成等角的直线即角平分线是否满足题意，另一方面要思考在空间中与一平面内两相交直线成等角的直线的条数，此时关键是搞清平面外的直线与平面内的直线所成的角[image: image12.wmf]q

与平面内的直线与平面外的直线在平面内的射影所成的角[image: image13.wmf]a

的关系，由公式[image: image14.wmf]coscoscos

qab

=

（其中[image: image15.wmf]b

是直线与平面所成的角）易知[image: image16.wmf]coscos

qa

<

[image: image17.wmf]qa

Þ>

，[image: image18.wmf]coscos

qbqb

<Þ>

（最小角定理）故一般地，若异面直线a、b所成的角为[image: image19.wmf]q

，L与a、b所成的角均为[image: image20.wmf]j

，据上式有如下结论：当[image: image21.wmf]0

2

q

j
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时，这样的直线不存在；当[image: image22.wmf]2

p

f

=

时，这样的直线只有一条；当[image: image23.wmf]22

qpq

j

-

<<

时，这样的直线有两条；当[image: image24.wmf]2

pq

j

-

=

时这样的直线有3条；当[image: image25.wmf]22

pqp

j

-

<<

时，这样的直线有四条

2.如果异面直线a、b所在的角为[image: image26.wmf]100

°

,P为空间一定点，则过点P与a、b所成的角都是[image: image27.wmf]50

°

的直线有几条？

[image: image222.png]


A、一条      B二条       C三条       D四条                                   (答案：C)

【易错点4】求异面直线所成的角，若所成角为[image: image28.wmf]0

90

，容易忽视用证明垂直的方法来求夹角大小这一重要方法1、在三棱柱[image: image29.wmf]111

ABCABC

-

中，若[image: image30.wmf]1

2

ABBB

=

，则[image: image31.wmf]11

ABCB

与

所成角的大小为（    ）A、[image: image32.wmf]0

60

  B、[image: image33.wmf]0

90

  C、[image: image34.wmf]0

105

  D、[image: image35.wmf]0

75


【易错点分析】忽视垂直的特殊求法导致方法使用不当而浪费很多时间。

[image: image223.png]


解析：如图[image: image36.wmf]1

,

DD

分别为[image: image37.wmf]11

,

BCBC

中点，  连结[image: image38.wmf]1

,

ADDC

，设[image: image39.wmf]1

1,2

BBAB
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则


则AD为[image: image40.wmf]1

AB

在平面[image: image41.wmf]1

BC

上的射影。又[image: image42.wmf]1
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[image: image47.wmf]11
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与

垂直。【知识点归类点拨】求异面直线所成的角、直线与平面所成的角和二面角时，对特殊的角，如[image: image48.wmf]0

90

时，可以采用[image: image224.png]


证明垂直的方法来求之

【易错点5】对于经度和纬度两个概念，经度是二面角，纬度为线面角，二者容易混淆
1、如图，在北纬[image: image49.wmf]0

45

的纬线圈上有B两点，它们分别在东经[image: image50.wmf]0

70

与东经

[image: image225.png]


[image: image51.wmf]0

160

的经度上，设地球的半径为R，求B两点的球面距离。

[image: image226.png]


解析：设北纬[image: image52.wmf]0

45

圈的圆心为[image: image53.wmf]O

¢

，地球中心为O，则[image: image54.wmf]000
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[image: image56.wmf]11
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连结[image: image57.wmf],
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，则[image: image58.wmf]0
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[image: image59.wmf]11
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。故A、B两点间的球面距离为[image: image60.wmf]1

3

R

p

。

【知识点归类点拨】数学上，某点的经度是：经过这点的经线与地轴确定的平面与本初子午线（[image: image61.wmf]0

0

经线）和地轴确定的半平面所成的二面角的度数。某点的纬度是：经过这点的球半径与赤道面所成的角的度数。如下图：

[image: image227.wmf]题图
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图（1）：经度——P点的经度，也是[image: image62.wmf]ABAOB

Ð

或

的度数。图（2）：纬度——P点的纬度，也是[image: image63.wmf]POA

Ð

PA

或

的度数

（III）由II知，[image: image64.wmf]OF

^

平面[image: image65.wmf]PBC

，[image: image66.wmf]F

\

是[image: image67.wmf]O

在平面[image: image68.wmf]PBC

内的射影.[image: image69.wmf]Q

[image: image70.wmf]D

是[image: image71.wmf]PC

的中点，若点[image: image72.wmf]F

是[image: image73.wmf]PBC

V

的重心，则[image: image74.wmf]B

、[image: image75.wmf]F

、[image: image76.wmf]D

三点共线，[image: image77.wmf]\

直线[image: image78.wmf]OB

在平面[image: image79.wmf]PBC

内的射影为直线[image: image80.wmf]BD

.[image: image81.wmf]OBPC

^

Q

   [image: image82.wmf]PCBD

\^

    [image: image83.wmf]PBBC

\=

，即[image: image84.wmf]1

K

=

.反之，当[image: image85.wmf]1

K

=

时，三棱锥[image: image86.wmf]OPBC

-

为正三棱锥，[image: image87.wmf]O

\

在平面[image: image88.wmf]PBC

内的射影为[image: image89.wmf]PBC

D

的重心.

方法二:[image: image90.wmf]Q
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平面[image: image92.wmf]ABC

,[image: image93.wmf],,
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以[image: image95.wmf]O

为原点，射线[image: image96.wmf]OP

为非负[image: image97.wmf]z

轴，建立空间直角坐标系[image: image98.wmf]Oxyz

-

(如图)，设[image: image99.wmf],
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则[image: image100.wmf]2
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.设[image: image103.wmf]OPh
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, 则[image: image104.wmf](0,0,)
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(I) [image: image105.wmf]Q

D为PC的中点，[image: image106.wmf]\
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【知识点分类点拔】解决关于向量问题时，一要善于运用向量的平移、伸缩、合成、分解等变换，正确地进行向量的各种运算，加深对向量的本质的认识.二是向量的坐标运算体现了数与形互相转化和密切结合的思想.向量的数量积常用于有关向量相等，两向量垂直、射影、夹角等问题中.常用向量的直角坐标运算来证明向量的垂直和平行问题；利用向量的夹角公式和距离公式求解空间两条直线的夹角和两点间距离的问题.用空间向量解决立体几何问题一般可按以下过程进行思考：①要解决的问题可用什么向量知识来解决？需要用到哪些向量？②所需要的向量是否已知？若未知，是否可用已知条件转化成的向量直接表示？③所需要的向量若不能直接用已知条件转化成的向量表示，则它们分别最易用哪个未知向量表示？这些未知向量与由已知条件转化的向量有何关系？④怎样对已经表示出来的所需向量进行运算，才能得到需要的结论

【易错点7】常见几何体的体积计算公式，特别是棱锥，球的体积公式容易忽视公式系数，导致出错
1如图四棱锥P—ABCD中，底面ABCD为矩形，AB=8，

AD=[image: image122.wmf]43

，侧面PAD为 [image: image228.png]HITT /AN .

B,

A,

G



等边三角形，并且与底面成二面角为[image: image123.wmf]0

60

。

求四棱锥P—ABCD的体积。

解析：如图，去AD的中点E，连结PE，则[image: image124.wmf]PEAD

^

。作[image: image125.wmf]PO

^

平面ABCD，

垂足为O，连结OE。

根据三垂线定理的逆定理得[image: image126.wmf]OEAD

^

，所以[image: image127.wmf]PEO

Ð

为侧面PAD与底面所成二面角的平面角。由已知条件可[image: image128.wmf]0
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，所以[image: image129.wmf]33
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=

，四棱锥P—ABCD的体积[image: image130.wmf]1

8433396

3

PABCD

V

-

=´´´=

。【知识点归类点拨】计算简单几何体的体积，要选择某个面作为底面，选择的前提条件是这个面上的高易求
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【知识点归类点拨】求点到平面的距离一般由该点向平面引垂线，确定垂足，转化为解三角形求边长，或者利用空间向量表示点到平面的垂线段，设法求出该向量，转化为计算向量的模，也可借助体积公式利用等积求高

[image: image229.png]


2、 如图，直三棱柱ABC—A1B1C1中，底面是等腰直角三角形，∠ACB=90°，

[image: image132.wmf]侧棱AA1=2，D、E分别是CC1与A1B的中点，点E在平面ABD上的射影

是△ABD的垂心G.（Ⅰ）求A1B与平面ABD所成角的大小（结果用反三角

函数值表示）；(Ⅱ）求点A1到平面AED的距离.

[image: image230.jpg]


答案：（Ⅰ）[image: image133.wmf];

3

2

arcsin

（Ⅱ）[image: image134.wmf]3

6

2

.

　解法2 如图3所示，延长CE与C1B1交于点F，连结AF，则截面A1EC∩面A1B1C＝AF．[image: image231.jpg]


∵EB1⊥面A1B1C1，∴过B1作B1G⊥A1F交A1F于点G，连接EG，由三垂线定理知∠EGB1就是所求二面角的平面角．

[image: image135.wmf] 


即所求二面角的度数为45°．【知识点归类点拨】二面角平面角的作法：（1）垂面法：是指根据平面角的定义，作垂直于棱的平面，通过这个平面和二面角两个面的交线得出平面角。（2）垂线法：是指[image: image232.png]


在二面角的棱上取一特殊点，过此点在二面角的两个半平面内作两条射线垂直于棱，则此两条射线所成的角即为二面角的平面角；（3）三垂线法：是指利用三垂线定理或逆定理作出平面角

易错点10 三视图
一个棱锥的三视图如图，

[image: image233.jpg]


则该棱锥的全面积（单位：[image: image136.wmf]2

cm

）为(     )

 （A）[image: image137.wmf]48122

+

      （B）[image: image138.wmf]48242

+


 （C）[image: image139.wmf]36122

+

      （D）[image: image140.wmf]36242

+


解析:棱锥的直观图如右，则有PO＝4，OD＝3，

[image: image234.png]


由勾股定理，得PD＝5，AB＝6[image: image141.wmf]2

，全面积为：

[image: image142.wmf]2

1

×6×6＋2×[image: image143.wmf]2

1

×6×5＋[image: image144.wmf]2

1

×6[image: image145.wmf]2

×4＝48＋12[image: image146.wmf]2

，故选.A。

2、如图，在四棱锥P-ABCD中，PD⊥底面ABCD，底面ABCD为平行四边形，∠ADB＝90°，AB＝2AD．（Ⅰ）证明：PA⊥BD；

[image: image235.png]


（Ⅱ）若PD＝AD，求二面角A-PB-C的余弦值．

[image: image236.jpg]
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4、已知四棱柱[image: image147.wmf]1111

ABCDABCD

-

中，[image: image148.wmf]1

AAABCD

^

底

面

,

[image: image149.wmf]90

ADC

Ð=

o

，[image: image150.wmf]ABCD

||

，[image: image151.wmf]1

22

ADCDDDAB

====

.

 ⑴求证：[image: image152.wmf]11

ADBC

^

； ⑵求二面角[image: image153.wmf]11

ABDC

--

的正弦值;

（3）求四面体[image: image154.wmf]11

ABDC

的体积.

[image: image238.png]5. BEESTEARSMATRIET, BMEESETE LMY, RHIER=AK
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5、如图，在四面体ABCD中，二面角[image: image155.wmf]B

CD

A

-

-

的平面角为[image: image156.wmf]°

60

，[image: image157.wmf],

CD

AC

^

[image: image158.wmf],

CD

BD

^

且[image: image159.wmf],

2

BD

CD

AC

=

=

点[image: image160.wmf]E

、[image: image161.wmf]F

分别是[image: image162.wmf]AD

、[image: image163.wmf]BC

的中点.

(Ⅰ)求作平面[image: image164.wmf]a

，使[image: image165.wmf]EF

[image: image166.wmf]Ì

[image: image167.wmf]a

，且[image: image168.wmf]AC

∥平面[image: image169.wmf],

a

[image: image170.wmf]BD

∥平面[image: image171.wmf]a

；
（Ⅱ）求证：[image: image172.wmf]BCD

EF

平面

^

.
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7、如图，在三棱柱[image: image173.wmf]__

111

ABCABC

中，[image: image174.wmf]1

,

ACBCABBB

^^

，[image: image175.wmf]1

2,

ACBCBBD

===

为[image: image176.wmf]AB

的中点，且[image: image177.wmf]1

CDDA

^

.

①求证：[image: image178.wmf]1

BB

^

平面[image: image179.wmf]ABC

；

②求多面体[image: image180.wmf]__

111

DBCABC

的体积.
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8、三棱锥O-ABC中，OA、OB、OC两两垂直，P为OC中点，PQ垂直BC于Q，OA=OB=OC=2，过PQ作一个截面，交AB、AO于R、S，使PQRS为梯形。

（1）求[image: image181.wmf]SO

AS

、[image: image182.wmf]RB

AR

的值；

（2）求五面体ACPQRS的体积。
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9、如图，正方形AA1D1D与矩形ABCD所在平面互相垂直，AB=2AD=2，点E为AB上一点
(I)
当点E为AB的中点时,求证；BD1//平面A1DE

(II )求点A1到平面BDD1的距离；

(III)
当[image: image183.png]


时，求二面角D1-EC-D的大小.
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11、如图所示四棱锥[image: image184.wmf]PABCD

-

中,[image: image185.wmf]PA

^

底面[image: image186.wmf]ABCD

,四边形[image: image187.wmf]ABCD

中,[image: image188.wmf]ABAD

^

,[image: image189.wmf]//

BCAD

,[image: image190.wmf]2
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===

,[image: image191.wmf]4

AD

=

,[image: image192.wmf]E

为[image: image193.wmf]PD

的中

点,[image: image194.wmf]F

为[image: image195.wmf]PC

中点.（Ⅰ）求证:[image: image196.wmf]CD

^

平面[image: image197.wmf]PAC

；                      

（Ⅱ）求证:[image: image198.wmf]//

BF

平面[image: image199.wmf]ACE

；

（Ⅲ）求直线[image: image200.wmf]PD

与平面[image: image201.wmf]PAC

所成的角的正弦值；

[image: image245.png]#1 (D) REHEETSEEE (KA. . B B SIEEN
HRES) H=ME, R LE=NERETHIMER, SRf_MEEHENHER
B. (2 «AFTRESPOREHNSEELNET BN =NB5ENE, TRE
[ERMOFEETRRL. (3) 2ECRERRNOTESENE GCEFYnEREToE
Rt R SEFEMEFFEEER)

 RNES S

1. B, 7EMURHE - ABCD W, MUDFH ABCD ATF(TIinMH,

BE=BC,AE L BE,MACEL—%, A BM LEACE.
(IpRE: AZ LBC

(I s V aERR A B9,

> RE: . MY/ /EIADE





12、如右图所示，四棱锥P—ABCD中，侧面PDC是边长为2的正三角形且与底面垂直，底面ABCD是∠ADC=60°的菱形，M为PB的中点．（1）求PA与底面ABCD所成角的大小；

（2）求证：PA⊥平面CDM；

（3）求二面角D—MC—B的余弦值．
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15、如图5，AB是圆柱ABFG的母线，C是点A关于点B对称的点，O是圆柱上底面的圆心，BF过O点，DE是过O点的动直径，且AB=2，BF=2AB.

（1）求证：BE⊥平面ACD；

（2）当三棱锥D—BCE的体积最大时，求二面角C—DE—A的平面角的余弦值.
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17、如图所示，圆柱的高为2,PA是圆柱的母线， ABCD为矩形, AB=2，BC=4，      E、F、G分别是线段PA，PD，CD的中点。

（1）求证：平面PDC[image: image202.wmf]^

平面PAD；

（2）求证：PB//面EFG；
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（3）在线段BC上是否存在一点M，使得D到平面PAM的距离为2？若存在，求出BM；若不存在，请说明理由。


18、如图所示，四棱锥P－ABCD的底面是边长为1的正方形，PA(CD，PA = 1，

 PD＝，E为PD上一点，PE = 2ED．

（Ⅰ）求证：PA (平面ABCD；

（Ⅱ）求二面角D－AC－E的余弦值；

（Ⅲ）在侧棱PC上是否存在一点F，使得BF // 平面AEC？若存在，指出F点的位置，并证明；若不存在，说明理由．
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20、如图,在四棱锥[image: image204.wmf]ABCD

E

-

中,底面[image: image205.wmf]ABCD

为正方形, [image: image206.wmf]AE

⊥平面[image: image207.wmf]CDE

,已知

[image: image208.wmf]4

,

3

=

=

DE

AE

.（Ⅰ）若[image: image209.wmf]F

为[image: image210.wmf]DE

的中点,求证: [image: image211.wmf]BE

//平面[image: image212.wmf]ACF

；

（Ⅱ）求直线[image: image213.wmf]BE

与平面[image: image214.wmf]ABCD

所成角的正弦值；

（Ⅲ）如果四棱锥[image: image215.wmf]ABCD

E

-

有外接球，求出四棱锥[image: image216.wmf]ABCD

E

-

外接球的半径，没有的话请说明理由.
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